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Chapitre 1

Initiation a la théorie de
I’échantillonnage

1.1 Notions de base en échantillonnage

L’étude de propriétés caractéristiques d’un ensemble, quand on ne dispose pas encore
de données, nécessite d’examiner, d’observer des éléments de cet ensemble. La maniere de
recueillir ces données fait I’'objet d’une théorie mathématique appelée théorie des sondages
ou encore théorie de I’échantillonnage, en anglais sampling theory. Cette théorie concerne
I'optimisation de la collecte des données selon divers criteres et répond a certaines interro-
gations sur la fagcon de procéder a cette collecte en rapport avec I'information disponible
et Peffort d’échantillonnage consenti.

1.1.1 Population, individu statistiques

La population statistique est I’ensemble sur lequel des méthodes et techniques de
présentation, de description et d’inférence statistique sont appliquées. Il ne s’agit donc pas
forcément d’une population au sens biologique du terme.

Les individus statistiques ou unités statistiques sont les éléments de la population
statistique.

Les exemples sont innombrables :
(1) On désire étudier la préférence pour tel ou tel candidat dans une
circonscription. La population statistique est ’ensemble des électeurs
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de la circonscription.

(2) On s’intéresse a l'action d'un parasite sur les pontes de la pyrale
de la canne a sucre dans une région. La population statistique est
I’ensemble des plantes des parcelles cultivées en canne a sucre de la
région étudiée.

(3) On s’intéresse a la répartition d’une maladie sur les arbres d’une
forét. La population statistique est ’ensemble des arbres de cette forét.

(4) On désire évaluer le budget mensuel moyen des étudiants d’une uni-
versité. La population statistique est ’ensemble des étudiants de cette
université.

1.1.2 Sondage, échantillonnage

On appelle sondage toute observation partielle d’une population statistique c¢’est-a-
dire ’observation d’une partie de cette population. On cherche généralement a extrapoler
les résultats observés a la totalité de la population. Une unité de sondage (ou unité
d’échantillonnage) est un regroupement d’unités statistiques.

Une méthode de sondages (ou d’échantillonnage) décrit la fagon dont la popula-
tion statistique sera observée partiellement a travers un de ses sous-ensembles appelé
échantillon.

Plan de sondages, plan d’échantillonnage, procédure d’échantillonnage ont des
définitions équivalentes a celles de méthode de sondages.

Il est important de ne pas confondre sondage et sondage d’opinion. Les sondages
d’opinion vise a obtenir des informations sur ’état d’esprit d’une population humaine.
Il s’agit donc d’une forme particuliere de sondage : les individus statistiques sont des
personnes interrogées a travers un questionnaire sur leur opinion. Parmi les exemples ci-
dessus, seul [1] est un sondage d’opinion ([4] n’en est pas un, bien que l'on y interroge
des personnes). Les sondages d’opinion sont tres médiatisés, particulierement pendant les
périodes préélectorales.

La théorie des sondages est un ensemble d’outils statistiques permettant I’étude d’une
population statistique a partir de 'examen d’un échantillon tiré de celle-ci (Tillé, 2001).
On parle aussi, de fagon équivalente, de la théorie de I’échantillonnage. Cette derniere
expression est davantage utilisée en sciences agronomiques ou biologiques.

1.1.3 Population finie, taux de sondage

La taille de la population statistique est 'effectif de cette population c’est-a-dire
le nombre d’individus statistiques dont elle est constituée. Une population finie est une
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population dont la taille est finie. Une population infinie est une population dont la
taille est infinie. Dans la pratique, on peut considérer une population finie comme étant
infinie si elle est d’effectif trés grand.

La taille de I’échantillon est 'effectif de cet échantillon ¢’est-a-dire le nombre d’individus
statistiques observés dans la population statistique.

Le taux de sondage (ou d’échantillonnage), dans le cas de population finie, est le
rapport
taille d’échantillon

taille de population’

Le facteur correctif de population finie est

taille d’échantillon

~ taille de population’

Quand la population statistique est observée completement, c¢’est-a-dire que 1’échantillon
est la population statistique toute entiere, on parle d’échantillonnage exhaustif ou de
recensement. Le taux de sondage est alors de 100%.

Pour des raisons de cotuts financiers ou techniques, il est, dans bien des cas, impossible de
faire un recensement. L’utilisation de sondages est alors incontournable.

1.1.4 Population cible, base de sondage

Dans certaines études, on souligne la notion de population cible puis celle de base
de sondage. On a les définitions suivantes :

— La population cible est ’ensemble pour lequel on veut recueillir des
informations et sur lequel doivent porter les conclusions de ’étude. Elle
peut étre distincte de la population statistique, en particulier quand
ses éléments ne peuvent étre tous répertoriés ou sont soumis a des
contraintes liées a I’étude menée. Dans la table 1, les exemples 2, 4 et
5 correspondent a une situation ol la population cible est différente
de la population statistique.

— La base de sondage est déterminée, apres avoir définie la popula-
tion cible. Idéalement, c’est une liste de tous les individus de la po-
pulation cible : liste électorale, liste des entreprises, liste d’étudiants,
liste des arbres d’une parcelle sylvicole, liste des parcelles d’'un do-
maine expérimental, etc... L’échantillon est alors extrait de cette liste
a 'aide d’un algorithme de tirages des individus. Par contre, il arrive
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Population Unité Population cible | Caractere étudié Parametre a estimer
statistique statistique
Les arbres Arbre de Ensemble des Présence-absence Proportion d’arbres
d’une forét la foréet arbres de cette d’une maladie malades dans la forét
forét
Les parcelles Parcelle Ensemble des Nombre de plantes | Nombre moyen de
obtenues par plantes de crispées (action plantes crispées
quadrillage d’un tournesol du puceron dans le champ
champ de tournesol du champ du tournesol)
Les étudiants Etudiant Ensemble des Budget annuel Budget annuel moyen
d’une université étudiants de par étudiant
cette université
Les entreprises Entreprise | Ensemble des Taux d’endette- Taux d’endettement
répertoriées en de cette entreprises de ment moyen des entreprises
début d’année région cette région de cette région
dans une région
Les plants Plant de Ensemble des Nombre de pontes | Nombre moyen de
de canne a sucre canne a pontes de pyrale | parasitées par pontes parasitées dans
d’une région sucre dans la région un oophage la région (efficacité
de 'oophage)

TABLE 1.1 — Exemples de population statistique, cible et caractere étudié.

fréquemment qu’une telle base de sondage ne soit pas accessible direc-
tement. La base de sondage est par définition une liste d’individus
statistiques identifiés permettant d’avoir acces a la majorité des indi-
vidus de la population cible. Tous les individus de la population cible
ne sont donc pas forcément inclus dans cette base.

En résumé, une base de sondage est donc une liste d’individus de la population statistique
a partir de laquelle (liste) on tire I’échantillon avec, pour chaque individu, divers rensei-
gnements utiles a la réalisation de I’étude par échantillonnage. Un exemple de telle base
est le registre des exploitants de tel département archivé par la Chambre d’Agriculture de
ce département.

Dans certains cas, on a plusieurs choix possibles pour la base de sondage. Ce choix dépendra
des objectifs de I’étude, des données disponibles sur la base de sondage, de la qualité de
la base de sondage et du budget de I’étude, comme le montrent les exemples suivants :

1) Engquéte auprés d’exploitants agricoles d’un département : afin d’étudier
I'utilisation d’intrants en agriculture en 2004 et analyser les risques
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pour l'environnement, on a considéré le registre des exploitants de
2003 archivé a la chambre d’Agriculture de ce département. En te-
nant compte des départs et arrivées enregistrés en 2004 ainsi que du
secteur informel, on estime que cette base de sondage permet d’at-
teindre environ 89% des exploitants de ce département.

2) Enquéte concernant la dengue auprés des ménages d’une commune :
Le comportement vis-a-vis de la dengue et de son vecteur, le mous-
tique Aedes aegypti, veut étre étudié afin de mettre en place une cam-
pagne efficace d’éradication de ce moustique. L’individu statistique
est le logement. Il est assimilé au ménage qui est, par définition,
I’ensemble des individus qui habitent le méme logement. A la suite
de chaque recensement, 'INSEE dispose d’une base de sondage com-
prenant tous les logements recensés. Cette base contient toutes les
constructions achevées lors du recensement le plus récent. Elle est
complétée par une base de sondage des logements neufs éditée par
la Direction Départementale de 'Equipement. Ces bases de sondage
représentent des fichiers énormes au niveau de la France. Pour une
commune donnée, on peut extraire une base de sondage a partir de
ces fichiers. Selon la commune concernée, le pourcentage des ménages
couverts par une telle base de sondage varie a cause des éventuelles
lenteurs de mise & jour des fichiers et des constructions illégales.

3) Etude de la pression anthropique sur le crabe de terre en zone litto-
rale : Pour analyser I'impact anthropique sur la dynamique du crabe
de terre, les différents terriers de la zone sont répertoriés. Ils consti-
tuent la base de sondage. La population cible est I’ensemble des crabes
de terre.

L’existence d’'une base adéquate de sélection des individus statistiques est donc un aspect
important de la faisabilité de la plupart des plans d’échantillonnage.

1.1.5 Population fixe, superpopulation

Considérons une population notée P de taille N dont les individus sont répertoriés.

On peut donc affecter un numéro allant de 1 & N & chaque individu et assimiler notre
population & I’ensemble des IV premiers entiers naturels non nuls :

P={1,---,N}

Sur cette population statistique, on étudie un caractere ) prenant la valeur y; sur I'indi-
vidu 7. Avant ’exécution de I’échantillonnage, on a NV valeurs inconnues 41,2, -+, YN-
Le fait d’échantillonner dans la population permet d’accéder a certaines de ces va-
leurs.
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Le but de I’échantillonnage est souvent d’estimer une quantité h(y1,ya, - --,yn) dépendant
donc par conséquence des yi1, 42, -+, yn. Cette quantité h(y1, ya,- -+, yn) est appelé fonc-
tion d’intérét. L’exemple le plus courant de fonction d’intérét est la moyenne de la
population :

1
y—N(y1+yz+-~+yN)-

Remarque : la proportion est une forme particuliére de moyenne : il s’agit de la moyenne
d’un caractére ne pouvant prendre que les valeurs 0 ou 1 (caractére binaire).

On peut s’intéresser également a la fonction d’intérét variance de la population :

V= %((yl 9+ (- 97+ + (uv —9)°).

Il est important de noter que, dans certaines situations, des suppositions de nature proba-
biliste sont faites sur les valeurs inconnues 1, ¥, - - -, yn. Par exemple, on peut supposer
que y; est la réalisation d’'une variable aléatoire suivant la loi gaussienne. On parle alors
de modele de superpopulation, par opposition au cas ou aucune supposition distri-
butionnelle n’est faite sur les y1,y2, -+, yn auquel cas on parle de population fixe. On
parle donc de population fixe lorsque les y; sont considérées fixes, ou en d’autres termes,
quand on ne fait aucune supposition probabiliste sur les valeurs possibles du caractere )
sur les différents individus de la population.

1.1.6 Plan stochastique, plan empirique

Il existe deux grandes catégories de plans d’échantillonnage :

- les plans probabilistes, dits aussi plans stochastiques. Ces plans
se caractérisent par le fait que les individus statistiques devant faire
partie de I’échantillon sont sélectionnés par tirages probabilistes. Chaque
individu de la population statistique a une probabilité connue d’étre
inclus dans ’échantillon (cette probabilité est appelée probabilité
d’inclusion d’ordre un de 'individu pour le plan d’échantillonnage
considéré). Avec de tels plans, il est possible d’utiliser la théorie des
probabilités : les observations sur ’échantillon sont des variables aléatoires.
On peut utiliser des outils d’inférence statistique pour estimer des pa-
rametres de la population et également évaluer les précisions d’esti-
mation.

- les plans non probabilistes, dits aussi plans empiriques ou plans
par choix raisonné. L’échantillon est construit par des procédés com-
portant une part d’arbitraire et ne permettant pas ’évaluation de la
précision d’estimation.
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Les plans probabilistes classiques sont les suivants : plan aléatoire simple, plan aléatoire
systématique, plan aléatoire stratifié, plan aléatoire en groupes.

Les plans non probabilistes sont utilisés dans les études qualitatives ou il n’est pas envisagé
une extrapolation & la population statistique dans son entier. Quelques exemples :

— Plan par commodité : on choisit des individus statistiques qui sont
d’acces facile

— Enquéte boule de neige : on choisit quelques individus (au sein d’'une
population humaine) qui sont pertinents pour ’étude, et ensuite on
leur demande de proposer d’autres individus pour ’enquéte.

— Plan par quotas : on construit un échantillon qui respecte les propor-
tions connues pour certaines catégories de la population.

1.1.7 Représentativité d’un échantillon

La définition d’échantillon représentatif differe selon que le plan d’échantillonnage
est probabiliste ou non probabiliste :

- un plan probabiliste fournit un échantillon représentatif des lors que
chaque individu de la population a une probabilité connue et non nulle
d’étre inclus dans I’échantillon.

- un plan non probabiliste fournit un échantillon représentatif si la struc-
ture de ’échantillon pour certaines variables clés est similaire a celle
de la population cible. Par exemple, on peut vouloir construire un
échantillon pour lequel les proportions de catégories d’individus soient
similaires dans ’échantillon a celles de la population cible (c’est le
principe de la méthode dite des quotas).

En population fixe, un échantillon n’est représentatif que de la population au sein de
laquelle il a été sélectionné.

1.1.8 Précision statistique, distribution d’échantillonnage

Une statistique est une valeur calculée & partir d’observations effectuées sur les indi-
vidus de I’échantillon. Comme 'objectif de I’échantillonnage est généralement d’inférer
sur la population statistique (c’est-a-dire tirer des conclusions concernant cette popula-
tion), le calcul de cette statistique correspond souvent & ’estimation d’un parameétre
(c’est-a-~dire I’évaluation numérique de ce parametre), parametre de la population sur la-
quelle est prélevé I’échantillon. Les deux exemples les plus courants sont indiqués dans la
table 2.
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L’ensemble des valeurs possibles d’une statistique, affectées de leur probabilité de réalisation
s’appelle la distribution d’échantillonnage de cette statistique. Les figures 1 et 2 nous
montrent deux exemples de distributions d’échantillonnage.

La distribution d’échantillonnage d’une statistique peut correspondre a une loi de proba-
bilité usuelle. Ainsi, le nombre d’individus malades observé dans 1’échantillon suit :

- une loi binomiale si les tirages sont effectués avec remise,

- une loi hypergéométrique si les tirages sont effectués sans remise,

- une loi approximativement gaussienne si les tirages sont suffisamment
nombreux.

La précision statistique d’une méthode d’estimation d’un parametre de la population
est définie comme une mesure de I’écart entre l’estimation obtenue a partir de I’échantillon
et la vraie valeur du parameétre. Cet écart est attribuable a deux types d’erreur :

- Perreur d’échantillonnage : c’est l'erreur liée a ’aléa de tirage de
I’échantillon car, a partir d’un échantillon, quand on calcule une statis-
tique, on obtient une valeur parmi toutes les valeurs possibles de la dis-
tribution d’échantillonnage de cette statistique. L’erreur d’échantillonnage
diminue généralement avec ’accroissement de la taille d’échantillon.

- Perreur d’observation : elle est la conséquence d’erreur de mesure,
de notation lors de la cueillette de I'information, mais aussi, dans le
cas d’enquétes aupres de personnes, des réponses erronées, des refus de
réponse. Ce type d’erreur peut étre minimisé par une formation appro-
fondie des observateurs ou des enquéteurs et par le controle de la qua-
lité du travail effectué aux différentes étapes du plan d’échantillonnage.

Un estimateur d’une fonction d’intérét 6(y;,y2,---,yn) (ou plus simplement d'un
parametre #) est une statistique 7" qui fournit une évaluation pertinente de 6.

L’espérance mathématique E(T') d’une statistique 7' est une moyenne théorique qui
est la somme des valeurs possibles de T" pondérées par leurs probabilités de réalisation.
On Pappelle aussi valeur espérée de T

Statistique Parametre

Moyenne de I’échantillon Moyenne de la population

Proportion dans I’échantillon | Proportion dans la population

TABLE 1.2 — Exemples de statistique associée & un parametre
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FIGURE 1.1 — Exemple de distribution d’échantillonnage de la proportion observée
pour une taille d’échantillon n = 10 obtenu par tirages avec remise dans une
population de taille 50. La proportion dans la population (inconnue et & estimer
dans la pratique) est p =0, 3.

Le biais B(T') de la statistique T" pour le parametre 6 est ’écart entre la valeur espérée
de T et 6 :
By(T)=E(T) - 6.

La variance d’échantillonnage V (7T') de la statistique 7" est par définition
V(T) = E(T - E(T))?).

L’écart quadratique moyen EQM (T) d’estimation de 0 par T est défini de la fagon
suivante

EQMy(T) = B((T — 6)?).
Le lien entre écart quadratique, biais et variance d’échantillonnage est :
EQMjy(T) = V(T) + (Bo(T))*.
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FIGURE 1.2 — Exemple de distribution d’échantillonnage de la proportion observée
pour une taille d’échantillon n = 10 obtenu par tirages sans remise dans une
population de taille 50. La proportion dans la population (inconnue et & estimer
dans la pratique) est p = 0, 3.

L’estimateur T" est dit sans biais pour 6 si E(T') = 0, ce qui est équivalent a By(T") = 0.
La figure 1.3 illustre les notions de distribution, de biais et de variabilié d’échantillonnage.
Elle fait le paralléle suivant entre qualités d’un estimateur et d’un tireur sur cible. Un
estimateur fournit, pour un échantillon donné, une évaluation numérique du parametre
considéré ; un tireur obtient, pour un tir effectué, un impact sur la cible alors qu’il cherche
a atteindre le centre de la cible. Les estimations varient d’un échantillon a l'autre; les
points d’impact varient d’un tir a 'autre. On espere qu’avec un bon estimateur on a des
valeurs estimées qui ne sont pas trop éloignées du parametre ; et des points d’impact pas
trop éloignés du centre de la cible pour un bon tireur.

Généralement, on recherche un estimateur qui soit de moindre écart quadratique
moyen. La situation la plus intéressante, dans la pratique, est de disposer d’un estimateur
sans biais et de moindre variance. La convergence est une autre propriété tres recherchée :
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Pas de biais, forte variabilite Biais, forte variabilite

Pas de biais, faible variabilité Biais, faible variabilite

FIGURE 1.3 — Illustration du biais et de la variabilité d’un estimateur

elle signifie que plus on a des données, plus notre estimation se rapproche de la vraie valeur
du parametre inconnu.

Les trois méthodes d’estimation les plus répandues sont celles du maximum de vrai-
semblance, des moments et des moindres carrés.

Estimation par maximum de vraisemblance : La vraisemblance est une fonction
du parametre 6 conditionnelle aux observations. Elle traduit la probabilité d’observer
I’échantillon obtenu pour la valeur # du parametre.

Par exemple, on choisit n individus par tirages indépendants dans une population dont
une proportion p est malade. Notons X le nombre d’individus malades dans 1’échantillon.
La vraisemblance est par conséquent la fonction :

pr— CXpX(1—p ¥

car X suit une loi binomiale de parametres n et p en tant que nombre de succes au
bout de n épreuves avec pour chaque épreuve une probabilité de succes égale a p.

La valeur qui maximise cette fonction n’est autre que X/n c’est-a-dire la proportion
de malades observée dans 1’échantillon.

Estimation des moments (ou M-estimation) : Soit k£ un entier supérieur & 1. Le
moment d’ordre k d’une variable aléatoire X, noté my(X), est 'espérance de X* : my(X) =
E(X*). La méthode des moments est utilisée quand on sait expliciter les moments d’une
statistique en fonction des parametres inconnus que 'on veut estimer. Pour un nombre r
de parametres a estimer, on utilise les moments d’ordre 1 a r pour construire un systeme
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de r équations a r inconnues. Dans ce systéeme, on introduit les moments dit empiriques
puis on calcule les 7 solutions qui sont appelées estimateurs des moments.

Prenons l'exemple de comptages x1,x2, -z, d’individus d’une espéce dans n unités
expérimentales de méme taille. Pour des individus a comportement indépendant mais
avec des affinités communes, on admet que la loi de probabilité du nombre d’individus X
dans une unité expérimentale suit une loi binomiale négative d’espérance u et de parametre
d’agrégation ~. Pour estimer p et v par la méthode des moments, on utilise les expressions
des moments d’ordre 1 et 2 de X :

E(X)=pu et MX%:u+u+im?

En remplagant dans ces équations, les termes de gauche par les moments empiriques

S 1 :
my = szz et My = ﬁzx?’ on obtient :
i=1 =1

_ _ 1, o
my = pu et m2:u+(1+;),u.

La résolution en pu et v de ce syteme d’équations nous donne les solutions :

qui sont donc les M-estimateurs de p et de +.

Estimation des moindres carrés : Le principe est de minimiser la somme des carrés
d’écart entre valeurs observées et valeurs espérées sous un modele.

Une application classique de cette méthode est ’estimation des parametres du modele
de régression linéaire simple. Ce modele associe une variable quantitative (dite réponse) a
une variable explicative de la facgon suivante : y; = ax; +b+¢€;, ou y; et x; sont les valeurs
prises par la réponse et la variable explicative sur l'individu statistique 7. La pente a et
I'interception b sont appelées parametre de régression. ¢; est 'erreur expérimentale pour
Iindividu 4.
n
La méthode des moindres carrés vise ici a minimiser la quantité Z(yz —ax; — b)2 par
i=1
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rapport a a et b. Les valeurs qui réalisent ce minimum sont :

<)
Il
N
|
Q)
I

a= et

ou T est la moyenne des x; et 3 celle des y;.

1.2 Quelques plans d’échantillonnage classiques

Nous considérons le cas d’une population statistique de taille N.

1.2.1 Plan aleatoire simple

Le plan aléatoire simple (PAS) de taille n consiste a effectuer n tirages équiprobables
dans la population statistique. Les tirages peuvent étre avec ou sans remise.

Pour un plan aléatoire simple sans remise (PASSR), on a C échantillons possibles,
ayant tous la méme probabilité de réalisation.

Pour un plan aléatoire simple avec remise (PASAR), on a N™ échantillons possibles,
ayant tous la méme probabilité de réalisation.

Le plan aléatoire simple est utilisé en phase exploratoire quand on désire estimer un
parametre de la population et qu’il n’y a pas de structure spatiale a étudier.

La moyenne d’échantillon pour un PAS est sans biais pour la moyenne de la population.

1.2.2 Plan aléatoire stratifié

La population est divisée en H strates de taille Ny, - - -, Ngy. La moyenne d’échantillon dans
la strate h est notée 7;,. La procédure d’échantillonnage consiste a exécuter un PASSR de
taille ny, dans la strate h, indépendamment des autres strates.

H
97 . . Nnp
Le nombre d’échantillons possibles est hI | C Ny
=1
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La moyenne d’échantillon global n’est pas forcément sans biais pour Y pour ce type
d’échantillonnage. On utilise donc la moyenne dite stratifiée qui, elle, est sans biais :

et de variance Var(gy) = Z(— ou Vj, est la variance de la

h=1
strate h.

Le plan aléatoire stratifié est intéressant quand la variabilité intra-strate est faible.

1.2.3 Plan aléatoire en grappes

La population est divisée en G grappes, pas forcément de méme taille. L’échantillonnage
consiste a choisir g grappes selon un plan aléatoire simple sans remise.

Le nombre d’échantillons possibles est Cg,.

Un estimateur sans biais de la moyenne de la population est donnée par

G

Vgrappes = N X [somme des valeurs observées sur les grappes échantillonnées].
g X

Le plan aléatoire en grappes est intéressant quand la variabilité inter-grappe est faible.

1.2.4 Plan aléatoire systématique

Dans le cas d’une population ordonnée, de taille N = kn, le plan consiste a choisir un
individu dans {1,---,k}, soit 4, et & constituer ’échantillon {i,7i+ k,---,i+ (n — 1)k}.

On a seulement N/n échantillons possibles. La moyenne d’échantillon est sans biais
pour la moyenne de la population.

Ce plan est utilisé quand une exploration spatiale a un intérét. Il est décommandé en
cas de périodicité supposée de la variable étudiée si 'on veut estimer la moyenne de la
population.
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1.3 Recherche d’une procédure d’échantillonnage

La figure 1.4 schématise le processus décisionnel permettant de mettre au point un
plan d’échantillonnage. Il s’agir de trouver un juste milieu entre I’effort d’échantillonnage
qui sera consenti et la fiabilité du plan en termes de précision ou de minimisation des
risques d’erreur.

Le processus décisionnel décrit en figure 3 conduit souvent a la succession d’étapes méthodologiques
que voila :

1. Etude bibliographique. 11 s’agit de mettre a profit des études antérieures
pour construire un plan de sondage performant.

2. Définition claire des objectifs de I’échantillonnage (ou sondage). Cette
étape doit déboucher sur la définition des variables a prendre en compte
et la confection d’une feuille de saisie (ou d’un questionnaire quand il
s’agit de sondages d’opinion).

3. Définition de la population a étudier. Elle doit étre définie sans am-
biguité. On définit d’abord la population cible puis on détermine la
liste des unités statistiques sélectionnables, autrement dit la base de
sondage.

4. Construction du plan de sondage. 11 s’agit de déterminer la fagcon dont
les individus doivent étre sélectionnés, d’organiser 1’observation en
fonction des contraintes naturelles et techniques. Si les individus sont
sélectionnés selon une procédure aléatoire, on parle de plan probabi-
liste. Sinon, on parle de plan empirique.

5. Collecte des informations. L’exécution du plan doit respecter les regles
établies a I’étape précédente. La collecte des informations peut se faire
a partir d’'une base de données informatique, mais aussi a ’aide d’ob-
servations sur le terrain, en plein champ. Il peut s’agir également
d’enquétes faites par un enquéteur par entretien, par courrier, par
téléphone, par examen. Quelque soit la procédure, il est nécessaire que
la qualité, la fiabilité des données soient garanties.

6. Encodage et archivage des données. 1l s’agit de choisir les logiciels ou
programmes informatiques les plus appropriés.

7. Traitement statistique des données. Les méthodes doivent tenir compte
des caractéristiques du plan d’échantillonnage.

Une partie de la théorie des sondages consiste en ’étude des propriétés de la distribution
d’échantillonnage de la moyenne d’échantillon pour différents plans d’échantillonnage dans
le cadre d’une population finie fixe. En d’autres termes, on aimerait connaitre les propriétés
de la série statistique que I’on obtiendrait si, pour la population statistique considérée, I’'on
pouvait :



20CHAPITRE 1. INITIATION A LA THEORIE DE L’ECHANTILLONNAGE

Gestion
des ressources

® Coit de mise en place
® Coiut d'exécution
® Contraintes naturelles

| ® Contraintes technigues

Problématique de 1'étude

/T\

FIGURE 1.4 — Schéma du processus décisionnel pour le choix d’un plan

d’échantillonnage
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1. réaliser tous les échantillons possibles avec ce plan d’échantillonnage,
2. calculer la moyenne de chacun de ces échantillons,

3. constituer une série statistique avec ces moyennes d’échantillon.

Mlustration numérique : On a une population P = {1,2, 3,4} sur laquelle un caractére )
prend les valeurs y1 = 17,92 = 8,y3 = 8 et y4 = 23. On échantillonne en effectuant deux
tirages sans remise dans P. Les trois étapes décrites ci-dessus deviennent :

1. Les échantillons possibles sont {1,2},{1, 3}, {1,4},{2,3},{2,4} et {3,4}

2. Les moyennes de ces échantillons sont respectivement 12,5; 12,5; 20;
8: 15,5 et 15,5.

3. La série statistique est donc 12,5 12,5 20 8 15,5 15,5 La distribu-
tion d’échantillonnage de la moyenne d’échantillon est donc P(8)=1/6,
P(12,5)=1/3, P(15,5)=1/3, P(20)=1/6. Son espérance mathématique
est 14 et sa variance 13,5.

Bien sur, dans la pratique, la taille de population N est bien plus grande et il est utile
de rappeler que 'on ne connaitra les valeurs y; que pour les individus ¢ inclus dans
I’échantillon. On verra qu’il est possible, pour beaucoup de plans d’échantillonnage, d’ex-
primer l'espérance m et la variance V' de la distribution d’échantillonnage de la moyenne
d’échantillon puis d’estimer ces parametres m et V' a ’aide des données de ’échantillon
observé. On tachera de répondre plus particulierement aux questions essentielles suivantes :

Comment échantillonner (quel plan d’échantillonnage appliquer) ?

Quelle taille d’échantillon adopter (quel taux de sondage appliquer) ?

Comment estimer une fonction d’intérét avec une bonne précision ?
Ouvrages conseillés :
GRAIS Bernard. (1992) : Méthodes statistiques. Dunod, 3ieme édition.
GROSBRAS Jean-Marie. (1987) : Méthodes statistiques des sondages, Economica.
MORIN Hervé. (1993) Théorie de ’échantillonnage, Les presses de I’Université Laval.
TILLE Yves. (2001) Théorie des sondages, Dunod.
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Chapitre 2

Eléments pour le choix de la taille
d’échantillon

Considérons une population statistique de taille N. Ses individus sont répertoriés et
un numéro compris entre 1 a N est affecté a chacun d’eux. On s’intéresse a la taille
d’échantillon nécessaire pour estimer la proportion p d’individus vérifiant une certaine
propriété. Par exemple, la population statistique est ’ensemble des plantes d’une parcelle,
et p est la proportion de plantes infectées.

2.1 Quelques formules pour I’échantillonnage aléatoire simple

On considere un plan d’échantillonnage de taille n. On note p la proportion d’individus
vérifiant la propriété dans 1’échantillon de taille n.

Dans ce qui suit, uj_g est le fractile d’ordre 1 — § de la loi Normale centrée réduite
(U07975 = 1, 96)

2.1.1 Cas avec remise

1 _
D est sans biais pour p et de variance Var(p) = u

23
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(175
Var(p) est estimée sans biais par p(f)
n —_—

2.1.2 Cas sans remise

p(l—=p)N —n
n N -1
n.p(l—p) N

Var(p) = (1 - N)Tm-

A

p est sans biais pour p et de variance Var(p) ou encore

. o . n. p(1 —p)
Vv est estimée sans biais par (1 — —)————.
ar(p) est estim ns biais par ( N) —

2.2 Choix d’une taille d’échantillonnage sans remise

Le fait que l'erreur absolue soit supérieure a d avec un risque d’erreur au plus égal a
« s’exprime par
Proba(|p — p| > d) < a.

Si n est suffisamment grand (dans la pratique n > 50), on peut utiliser I’approximation
de la loi hypergéométrique par la loi normale de méme espérance et de méme variance et
ceci nous conduit a

PR . n 1- N
d> ui-g Var(p) puis d> Ul—g\/(l - N)p(np)N —.

On obtient

Np(1 —p)U%_%
—p(1 —P)u%_% + (N —1)d?

n (2.1)

Remarque : Dans 'expression (2.1), la valeur inconnue p intervient alors qu’elle est bien-
stir inconnue dans la pratique, puisque le but de I’échantillonnage est de 1’estimer. Par
conséquent, on se sert des deux propriétés suivantes : (1) le membre de droite de 1’égalité
(2.1) est une fonction croissante de p(1 —p); (2) p(1 —p) < 1/4

Ainsi, (2.1) devient
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Exemple numérique : On dispose d’une parcelle de 10000 plantes. On désire évaluer
numériquement la proportion P de plantes infectées dans la parcelle avec une erreur abso-
lue inférieure a 4% et un risque d’erreur av < 0, 05.

On applique (2.2) avec Ui—g = up,975 = 1,96 ;N = 10000; d = 0, 04.
On obtient n = 567.

Pour d=6%, on aurait n = 259 et pour d=10%, on aurait n = 96.

2.3 Choix d’une taille d’échantillonnage avec remise

A partir de l'expression de Var(p), on déduit

1—
4> up oy /PP
2 n
Par conséquent,
p(1—pui_a
nz ——pm (2.3)

Le membre de droite de 1'égalité (2.3) est une fonction croissante de p(1 — p). Comme
p(1 —p) <1/4,1l en résulte :
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2 (2.4)

On applique (2.4) avec ui—g = up97s = 1,96 et d = 0,04. On obtient n > 601.

Pour d=6%, on aurait n = 267 et pour d=10%, on aurait n = 97.

2.4 Utilisation de 'information a priori sur p

Dans (2.1) et (2.3) le membre de droite de ’égalité est une fonction croissante de
p(1 — p). Si on sait que p < pg < 1/2, py étant une valeur seuil que ne peut atteindre p,
alors on a :

Cas sans remise :

Nu%_g
> 2
= (N —1)&® (2.5)
S
2 po(l—po)
Cas avec remise :
1— 2 4
. Po(1 —poJui_g (2.6)

(2.5) et (2.6) permettent de diminuer de fagon substantielle la taille d’échantillonnage n.

Reprenons I'exemple numérique présenté plus haut. Si on sait que la proportion p ne peut
atteindre 20%, on posera py = 0,20 dans (2.5) et (2.6) :

Cas sans remise :

n > 370 pour d = 0,04, a« = 0,05 et py = 0,20
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n > 168 pour d = 0,06, « = 0,05 et pyg = 0,20

n > 62 pour d =0,10, « = 0,05 et pg = 0, 20.

Cas avec remise :
n > 385 pour d = 0,04, « = 0,05 et pg = 0,20
n > 171 pour d = 0,06, a = 0,05 et py = 0,20

n > 62 pour d =0,10, « = 0,05 et pg = 0, 20.

2.5 Conclusions

La taille n d’échantillon, proposée dans les situations précédentes, permet d’affirmer,
avec un risque égal a « de se tromper, que 1’écart entre la vraie valeur de p et son évaluation
p est inférieure en valeur absolue a un nombre d fixé & 'avance. La taille n proposée est
donc fonction de « et de d.

Si, en outre, on sait que la proportion p que I’on cherche a évaluer est inférieure a une valeur
seuil pg vérifiant pg < 1/2, on peut diminuer substantiellement la taille d’échantillon. La
taille n est alors fonction de «, de d et aussi de py.



98CHAPITRE 2. ELEMENTS POUR LE CHOIX DE LA TAILLE D’ECHANTILLON



Chapitre 3

Eléments de Statistique
Descriptive

3.1 Vocabulaire général de la Statistique Descriptive

La Statistique Descriptive a pour souci la description des données et la mise en évidence
de certains aspects de 'information contenue dans ces données. Elle utilise pour cela des
méthodes graphiques et des résumés numériques donnant des indications de différentes
natures sur les données.

Voici par ordre alphabétique une liste de termes fréquemment utilisés en Statistique
descriptive.

Amplitude d’une classe (ou d’un intervalle) : C’est la longueur de l'intervalle. L’am-
plitude de la classe Ja;_1;a;] est a; — a;—1. Exemple : la classe ]16;43] est d’amplitude
43 — 16 = 27 (unités de mesure).

Caractere qualitatif : Un caractere statistique est qualitatif si ses valeurs, ou modalités,
s’expriment de fagon littérale ou par un codage sur lequel les opérations arithmétiques telles
que moyenne, somme,---, n’ont pas de sens. Exemples : Sexe de la personne interrogée,
Situation familiale, Numéro de son département de naissance; Etat du temps constaté
a une station expérimentale chaque jour; Variété de la plante observée, Etat sanitaire,
numeéro de Site.

Caractere quantitatif : Un caractere statistique est quantitatif si ses valeurs sont des
nombres sur lesquels des opérations arithmétiques telles que somme, moyenne,- - -, ont un
sens. Exemples : Taille, Poids, Salaire, Rendement, Note a un examen, PNB/habitant,

29
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Espérance de vie, Nombre d’habitants, Taux d’infestation.

Caracteére statistique (ou variable statistique) : C’est ce qui est observé ou mesuré
sur les individus d’une population statistique. Il peut s’agir d’une variable qualitative ou
quantitative.

Classe modale : C’est la classe correspondant a une fréquence par amplitude maximale.
Elle correspond au maximum de I’histogramme (plus grand effectif par unité d’amplitude).
Dans le cas d’une classe modale unique, on parle de distribution continue unimodale.

Classe statistique : Intervalle de valeurs d’une variable statistique. L’ensemble des
classes forment une partition de ’ensemble des valeurs possibles de la variable. Par exemple,
si tous les salaires des employés d’une entreprise se situent entre 1000 et moins de 20000
EUR, on peut construire (par exemple) les classes :

11000; 3000], ]3000; 5000], ]5000; 7000], ]7000; 20000]

Les classes statistiques sont exclusives c’est-a-dire une valeur observée appartient a une
classe et une seule.

Remarque : on peut utiliser une distribution en classes statistiques pour une variable
discrete pouvant prendre beaucoup de valeurs distinctes. Exemple : nombre d’insectes par
unité d’échantillonnage dans le cas de pullulation.

Coefficient de corrélation (linéaire) : Le coefficient de corrélation entre deux variables
Szy

528y

quantitatives X et Y est le nombre r vérifiant : r =

oll sy est la covariance entre X et Y, et s;, s, les écarts-types de X et Y.
Ce coefficient est toujours compris entre -1 et + 1.

S’il est trés proche de + 1 ou- 1, X et Y sont presque parfaitement corrélées linéairement,
c’est-a-dire qu’elles sont liées entre elles par une relation presque affine ; le nuage de points
est presque aligné le long d’une droite (croissante si r = +1, décroissante si r = —1). Sil
n’y a aucun lien linéaire entre X et Y, ce coefficient est nul, ou presque nul.

Coefficient de Spearman (ou coefficient de corrélation des rangs) : Il est utilisé
dans le cas de deux variables ordinales X et Y (qui peuvent étre deux variables quan-
titatives transformées en rangs). Il s’agit du coefficient de corrélation entre le rang des
individus pour X et le rang des individus pour Y.

Coefficient de variation : C’est le rapport écart-type sur la moyenne. Il est calculé pour
des variables statistiques positives par exemple taille, durée, poids. C’est un nombre sans
dimension (c’est-a-dire qu’il est indépendant du choix des unités de mesure). Il permet de
comparer la dispersion autour de la moyenne de variables statistiques ayant des échelles
ou des unités de mesure différentes.
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Courbe cumulative : On ['utilise quand la variable quantitative est continue. Il s’agit
d’une fonction continue, affine par morceaux. Pour la tracer, on relie les points (z;, F'(x;)),
pour les points distincts x; de la série statistique.

Diagramme circulaire (ou & secteurs angulaires ou camembert) : Il s’agit d’'un
disque divisé en sections angulaires. Chaque section correspond a une modalité de la
variable qualitative et a un angle proportionnel a la fréquence de cette modalité.

Diagramme cumulatif : C’est le tracé de la fonction qui a tout = associe F(x) =
proportion d’observations < z. Il s’obtient au moyen des effectifs cumulés croissants. On a
une fonction dite en escalier. On l'utilise dans le cas d’une variable quantitative discrete.

Diagramme figuratif : Chaque modalité de la variable qualitative est représentée par
une image (ordinateur, maison, plante, avion,...) rappelant la variable (ou la population)
statistique étudiée, et de taille proportionnelle a la fréquence de cette modalité.

Dispersion : Un indicateur statistique est dit de dispersion s’il s’agit d’un nombre clé
caractérisant la variabilité des observations dans la série statistique. Ainsi I’étendue donne
I’écart entre la plus petite et la plus grande valeur dans la série statistique ; I’écart inter-
quartile donne la plage de variation des observations situées dans le second et troisieme
quarts de la série statistique réordonnée.

Distribution statistique : Ensemble des modalités, valeurs, ou classes d’une variable,
avec les effectifs observés correspondants.

Ecart interquartile : C’est la différence I entre le ler et le 3eme quartile : I = Q3 — Q1.

Ecart-type : pour une distribution d’effectifs (x1,n1),- -, (zk, nk), ot x; a pour effectif
associé n;,, I’écart-type noté s, est donné par la formule :

1
Sy = \/n(nl(azl —I)2+ -+ ng(xp — T)?2)
ou T est la moyenne de la série.
Etendue : C’est ’écart entre la plus petite et la plus grande valeur dans la série statistique.

Fractiles (ou quantiles) : On appelle fractiles des valeurs divisant une série en plusieurs
parties. Pour une valeur o comprise entre 0 et 1, le fractile d’ordre o noté g, est, par
définition, tel que la proportion de valeurs inférieures & g, vaut a. On a donc F(q,) = .
Les fractiles divisant la série en k parties d’effectifs égaux ont parfois une dénomination
commune : Les 3 quartiles divisent la série en 4 parties d’effectifs égaux, les 9 déciles en
10, les 99 centiles en 100. Les 3 quartiles sont notés @1, Q2, Q3 (Q2 étant la médiane).

Fréquence (ou fréquence relative) : C’est la proportion (ou le pourcentage) d’individus
pour lesquels une variable statistique a pris une valeur donnée. Si, sur 150 familles, 50 ont
2 enfants, on dira que la fréquence f; correspondant a la valeur x; = 2 de la variable
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nombre d’enfants, est : 0.33 ou 1/3 ou 33.33%.

Fréquence cumulée : Résultat de I'addition, de proche en proche, des fréquences d’une
distribution observée, soit en commencant par le ler :

Fi=f1,F=fi+fo, -, F;=fi+ fa+ -+ fi (fréquences cumulées croissantes),
soit en commencant par le dernier :

F = f, Fiey = fe + fx—1, - Ff = fx + fxk-1 + - + fi (fréquences cumulées
décroissantes).

Histogramme : Graphique permettant de représenter une distribution continue regroupée
en classes : rectangles juxtaposés dont les bases sont les classes, et les surfaces sont pro-
portionnelles aux effectifs (ou fréquences) associés.

Indépendance : Deux variables statistiques X et Y sont dites indépendantes si la dis-
tribution de Y conditionnelle & X = x, pour tout x, est constante (c’est-a-dire ne dépend
pas de x). Cela signifie que les profils des lignes du tableau de contingence sont identiques,
ou de fagon équivalente que les profils des colonnes du tableau de contingence sont iden-
tiques, et donc que la distribution de fréquences conditionnelle est égale a la distribution
de fréquences marginale.

Indicateur statistique (ou résumé numérique) : C’est un nombre permettant de
résumer numériquement les traits principaux d’une distribution statistique. On parle aussi
de résumé numérique. On distingue principalement deux types d’indicateurs :
— les indicateurs de position (ou de tendance centrale) qui donne une
idée de l'ordre de grandeur de la série;
— les indicateurs de dispersion qui donnent une idée de la variabilité dans
la série.
Inégalité de (Bienaymé-) Tchébichev : Pour toute série statistique zp,---,z, de
moyenne T et d’écart-type s, , la proportion de valeurs dans 'intervalle [Z—k X s,; T4k X s4]

est supérieure a 1 — 7z - pour tout nombre k > 1. Par exemple, au moins 75% des valeurs

appartiennent a : [T — 2s,; T + 2s;], ¢’est-a-dire s’écartent de moins de 2 écart-types de la
moyenne.

Intervalle interquartile : C’est I'intervalle dont les bornes sont le ler et le 3éme quartile :
[Q1,Qs3]. 11 contient 50% des observations; rappelons que 25% des valeurs de la série
statistique sont inférieures a Q1 et 25% sont supérieures a Q3.

Intervalle médian : C’est 'intervalle dont toutes les valeurs vérifient la propriété de la
médiane pour la série statistique étudiée.

Médiane : C’est le fractile d’ordre 0.5. La médiane est notée M, et vérifie F'(M,) = 0.5.
Il y a autant de valeurs inférieures a M. que de valeurs supérieures a M, dans la série
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statistique.

Mode : C’est la valeur la plus fréquente dans la série statistique. Le mode n’est pas
forcément unique. Quand il existe plusieurs modes, la distribution statistique est dite
multimodale.

Moyenne : Pour une distribution d’effectifs (z1,n1),---, (xg, nk), ou x; a pour effectif
associé n;, la moyenne notée T est la somme des valeurs divisée par le nombre de valeurs.

1
Elle est donné par la formule : Z = —(njz1 + - - - + ngayg).
n

Nuage de points : Ensemble de points isolés représentés dans un graphique cartésien.
Une séries a deux caracteéres quantitatifs (z1,y1); (z2,y2); - -+ ; (Tn, yn) peut étre représentée
par les n points Mi, My, ---, M, de coordonnées (z1,y1); (z2,y2); ;5 (Tn, Yn)-

Population statistique : Une population statistique est I’ensemble sur lequel on effec-
tue des observations. Exemples : ensemble de personnes interrogées pour une enquéte;
ensemble de parcelles cultivées sur lesquelles on mesure un rendement ; ensemble de pays
pour lesquels on dispose de données géographiques ou économiques, ...

Position : Un indicateur statistique est dit de position (ou de tendance centrale) s’il
s’agit d’'un nombre clé permettant de préciser ol se répartit une certaine fraction des
observations. Ainsi les quartiles permettent de situer le quart inférieur, la moitié, le quart
supérieur des observations.

Profil : C’est une distribution conditionnelle de fréquences (et non d’effectifs). Dans un
tableau de contingence & I lignes et J colonnes, le profil de la ligne i est obtenu en divisant

les effectifs n;1,n490,- -+, n;; de cette ligne par la somme n; de ces effectifs. On obtient :
i1 142 ngj . . niyj N2j nry .

—= = ..., == De méme, le profil de la colonne j est : —%, —=L ... —L ou n; est la
ng. Ny 14 nj Nj nj

somme des effectifs de cette colonne.

Quartiles : Ce sont les 3 fractiles d’ordre 0,25, 0.5 et 0,75. Ils sont notés dans ’ordre crois-
sant (1, @2, Q3. Ils divisent la distribution statistique en quatre parties d’égale fréquence.
Q@1 est le premier quartile, Q3 le troisieme. ()2 est la médiane. (voir fractiles).

Résumé numérique : Voir indicateur statistique.

Série statistique (ou distribution observée) : Séquence des modalités, ou valeurs
d’une variable statistique. L’ordre correspond souvent a ’ordre chronologique de recueil
des observations.

Statistique Descriptive : Ensemble des méthodes et techniques permettant de présenter,
de décrire, de résumer des données nombreuses et variées.

Statistique Descriptive univariée : La Statistique Descriptive univariée consiste en la
description de chacun des caracteres statistiques, un par un, et non des liens éventuels
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existant entre eux.

Statistique Descriptive bivariée : La Statistique Descriptive bivariée consiste en la
description de deux variables mesurées simultanément sur les mémes individus. Elle permet
de mettre en évidence le type de lien existant éventuellement entre ces variables.

Tableau de contingence : C’est le tableau d’effectifs obtenu par tri croisé d’une série
bivariée (ou multivariée).

Tri & plat d’une série statistique brute : C’est I'inventaire des modalités ou valeurs
rencontrées dans la série, avec les effectifs correspondants.

Tri croisé d’une série bivariée : C’est I'inventaire des modalités ou valeurs rencontrées
conjointement dans une série comportant deux variables mesurées pour chaque individu
statistique, avec les effectifs correspondants.

Variable statistique (ou caractére statistique) : C’est ce qui est observé ou mesuré
sur les individus d’une population statistique. Il peut s’agir d’une variable qualitative ou
quantitative.

Variance : Pour une distribution d’effectifs (x1,n1),--, (zx,ng), ot x; a pour effectif
associé n;, la variance notée s2 est donnée par la formule :

1
52 = ;(nl(xl —Z)2 + -+ ng(z — ©)?). La variance est le carré de Iécart-type.

3.2 Quelques formules de résumés numériques

Les indicateurs statistiques (ou résumés numériques) sont des valeurs fournissant des
indications sur le(s) caractere(s) étudié(s). Comme précisé auparavant, on distingue princi-
palement deux types d’indicateurs. D’une part, les indicateurs de position (ou de tendance
centrale) qui donne une idée de l'ordre de grandeur de la série, par exemple : moyenne,
mode, médiane, quantiles. D’autre part, les indicateurs de dispersion qui donnent une idée
de la variabilité dans la série, par exemple : écart-type, étendue, écart interquartile.

Soit une série statistique de longueur n correspondant aux observations d’un caractere

quantitatif sur un échantillon de taille n. Soit k& le nombre de valeurs distinctes dans

o

cette série. On note n; l'effectif correspondant & la valeur (ou modalité) z;, et f; = —

n

sa fréquence relative. Le tableau (3.1) donne 'expression mathématique pour quelques

indicateurs statistiques de tendance centrale et de dispersion. Le tableau (3.2) fournit
quelques indicateurs de forme et de concentration.
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Nn1xry + ... + NEpxg

k
Moyenne de la série = = fix1+ ... + frap = Zfz‘fvi
n ;
=1
1 k k
Variance de la série s = - ; ni(z; — )% = ; fizi — 7)2

Propriété fondamentale :

k
1
Ecart-type de la série § = J — Z ni(x; — )2
n -
=1
Vari ioée de 1 s . 2 1 i ( )2 n 2
ariance corrigée de la série = ni(z; — )" = s
& n—1 = A n—1
s
Coefficient de variation de la série Cy,=—
T

(n’a de sens que si
la variable est positive)

TABLE 3.1 — Quelques indicateurs de tendance centrale et de dispersion
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Coefficient d’asymétrie de Yule

(Qs — M) — (M — Q1)
Q3 — Q1

Cy —

Premier coefficient d’asymétrie

de Pearson

Tz — M,

cp =

s
ou M, est le mode de la série

Second coefficient d’asymétrie

de Pearson

Coefficient d’asymétrie de Fisher

k
1
Coeflicient d’aplatissement de Pearson B2 = — Z fila; — a’c)A‘
st 4
=1
Coefficient d’aplatissement de Fisher Yo =2 —3
1 koK
Indice de Gini Ig = 72 Zz—:ljz_:l ninlT; — x;

TABLE 3.2 — Quelques indicateurs de forme et de concentration
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Obtention de la médiane M, d’une distribution en classes statistiques :

Soit N; leffectif cumulé en a;. On rappelle que NV; est le nombre d’observations inférieures
ou égales a a; dans la distribution et que M, est telle que leffectif cumulé en M, = n/2.
Soit la classe Ja;—1,a;] telle que N;—1 <n/2et N; >n/2. On a:

a; — Gi—1
M, =a;-1+ (n/2 - Ni—l)%

(2
Plus généralement, on obtient, avec ce méme procédé d’interpolation linéaire, le quantile
d’ordre o noté g, qui est la valeur telle que 'effectif cumulé en ¢, est n X a. On a

a; — a;—1
o =0i—1+ (n X a— Nifl)T
(A

ou la classe |a;_1, a;] vérifie cette fois N;_1 < n x aet N; >n x a.

Distribution 4 deux caractéres quantitatifs : Considérons une série statistique double
de longueur n ayant I valeurs distinctes pour le premier caractere et J valeurs distinctes
pour le second caractere. On note n;; 'effectif correspondant au couple de valeurs (x;,y;),

s

et fij = — ga fréquence. Quelques indicateurs statistiques de dépendance sont proposés
n

au tableau (3.3).

Distribution 4 deux caractéres qualitatifs : Dans une telle situation, on dispose
souvent du tableau de tri croisé constitué des effectifs n;;, a I lignes et J colonnes. n;;
est le nombre d’individus statistiques de 1’échantillon ayant la iéme modalité du premier
caractere et la jéeme modalité du second caractere. On peut alors construire un tableau de
méme dimension que celui du tri croisé ayant les particularités suivantes :

(a) les totaux des lignes ou des colonnes sont les mémes que le tableau du tri croisé
(b) Les profils lignes sont égaux ; les profils colonnes sont égaux.

De cette derniére propriété, vient le nom de tableau d’indépendance parfaite pour ce ta-
n; X M.
bleau : la valeur a la ligne i et a la colonne j est  v;; = = ol ng =ni+...+nig

n
est Deffectif total pour la ligne i et n; = n1; + ... +ny; celui dela colonne j.

v |- Vlj e g
Vit |« |- | Vig |- || ViJ [T,
vrxy | - |- | VI |- |- | VIT

n.j
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I J
. R 1 _ _
Covariance entre les deux caracteres Say = Z Z nij(xi — Z)(y; — 9)
i=1j=1
1L
(Formules simple et développée) Spy = (ﬁ Z Z nijl'iyj) -y
i=1j=1
. 1 s S N
Coefficient de corrélation linéaire Pry = o s, et 5y sont
S35y
entre les deux caracteres les écart-types respectifs des deux caracteres
. . , . N S > A
Coefficients de la droite de régression a = % et b=y—ax
S

d’équation y = ax + b

TABLE 3.3 — Quelques indicateurs de corrélation

La similarité éventuelle entre le tableau du tri croisé et le tableau d’indépendance parfaite
permet de se faire une idée du degré de dépendance entre les deux variables statistiques.

I J 2
Pour cela, on calcule le critére du khi-2 d’indépendance : x> = Z Z M

i=1 j=1 Vij
Plus ce critere est proche de zéro, plus les v;; sont proches des n;;. Est ce que cela
veut dire qu’on peut accepter 'hypothese d’indépendance entre les deux variables qua-
litatives étudiées ? On verra au chapitre 4 comment tester statistiquement cette hypothese
d’indépendance.

3.3 Quelques graphiques

Les représentations graphiques de données doivent étre adaptées a la nature des va-
riables statistiques étudiées et leur nombre. Pour une variable qualitative, les graphiques
appropriés sont le diagramme circulaire et le diagramme en tuyau d’orgues (figure 3.1).
Pour une variable quantitative discrete, le diagramme en batons représente parfaitement
la distribution de fréquences ou d’effectifs et respecte le fait que les valeurs possibles de
la variable sont isolées sur ’axe des réels. Il est de plus souvent dans la pratique remplacé
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par le diagramme en tuyaux d’orgue, disons plus esthétique (figure 3.2). L’histogramme
est le diagramme le plus utilisé pour une variable quantitative continue, mais la courbe cu-
mulative est également utilisée car elle permet d’évaluer graphiquement certains fractiles,

par exemples les 3 quartiles (figure 3.3).

Répartition des chefs de ménage

Cadre

Ouvrier

Agriculteur

Autre

Technicien

Répartition des chefs de ménage

Ouvrier Cadre

FIGURE 3.1 — Exemples de représentation d’une variable qualitative.

Distribution des crises parmi les patients

20
|

15
1

Nombre de patients
Nombre de patients

Nombre de crises

Agriculteur Technicien Autre

Distribution des crises parmi les patients

--D
o 1 2 3

4

6 7 8 9 10 11 12

5

Nombre de crises

FIGURE 3.2 — Exemples de représentation d’une variable quantitative discrete.

Si ’on considere une distribution statistique a deux variables, plusieurs possibilités
de graphiques se présentent également selon la nature des données. Tachons de passer
en revue succinctement les plus fréquentes. Dans le cas de deux variables qualitatives,
on peut faire une représentation de I'une des deux variables pour chaque modalité de
I’autre. Cette derniere est choisie comme celle qui donne le plus de sens aux distributions
conditionnelles, ou simplement celle qui a le moins de modalités. La figure 3.4 illustre le
cas ol le diagramme choisi est celui a secteurs angulaires. Une autre situation est celle ou
une variable est quantitative et I’autre qualitative : on peut représenter alors la variable
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Répartition du rendement des parcelles étudiées

T T T T
75 80 85 90

Rendement en T/ha

FIGURE 3.3 — Exemples de représentation d’une variable quantitative continue.

Répartition en région 1

Cadre,
Ouvrier

Agriculteur

Autre

Technicien

Répartition en région 3

Cadre,

Agriculteur

Technicien

Agriculteur

Agriculteur

Technicien’

Répartition en région 2

Répartition en région 4

FIGURE 3.4 — Exemple de représentation de 2 variables qualitatives.

quantitative pour chaque modalité de la variable qualitative comme le montre la figure 3.5.
On voit sur cette derniére que la représentation peut étre soit sur des graphiques séparés,

soit simultanément sur un méme graphique.

Certains diagrammes se prétent plus a I'une ou 'autre des méthodes. Par exemple, la

boite & moustaches ou box-plot est souvent utilisée pour représenter plusieurs échantillons
d’'une méme variable statistique, chaque échantillon étant associé a une modalité d’une

95
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variable qualitative (figure 3.5).
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FIGURE 3.5 — Exemples de représentation de 2 variables de nature différente.

Les diagrammes box-plot sont utilisés également quand on dispose de deux variables
quantitatives dont une continue et I’autre discrete avec peu de valeurs observées pour cette
derniere (figure 3.6). Si le nombre de valeurs observées est grand pour les deux variables
étudiées, le nuage de points est préférable. Il permet de visualiser les relations éventuelles
entre variables. Dans le cas de deux caracteres continus, ce graphique est incontournable
(figure 3.7).

Dans ce paragraphe, nous nous sommes intéressés a des distributions statistiques a
une ou deux variables. Quand le nombre de variables est plus élevé, d’autres outils gra-
phiques sont possibles. Ils reviennent parfois a représenter les variables 2 a 2. L’utilisation
de la couleur permet de visualiser des distributions tridimensionnelles (c’est-a-dire a trois
caracteéres) mais en dimension supérieure a trois, les représentations appropriées ne sont
pas faciles. Plus le nombre de variables est important, plus il est difficile de visualiser nos
données. C’est la raison pour laquelle les techniques d’exploration des données multidimen-
sionnelles mettent 'accent sur la réduction de dimension : le principe est de représenter
les données dans un espace de moindre dimension par des méthodes dites de projection,
tout en extrayant un maximum d’information. La qualité de restitution de I'information
est mesurée par un critere appelé taux de représentativité qui permet de connaitre le degré
de fiabilité de la représentation effectuée.
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Croissance de jeunes porcins
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FIGURE 3.6 — Exemple de boite & moustaches pour 2 variables quantitatives.
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FIGURE 3.7 — Exemple de nuage de points.
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3.4 Cas des séries chronologiques

Considérons N relevés sucessifs d’une variable quantitative Y. S’il s’agit de relevés équidistants
dans le temps, les valeurs observées peuvent étre indicées par des numéros ¢ allant de 1

a IV, qui correspondent aux rangs d’observation de ces N relevés. On peut donc écrire la
série des valeurs de la fagon suivante : y1,yo, -, Y, -+, YN-

La premiere chose a faire est la visualisation de la série. Pour cela, on trace une courbe
représentative de cette série, en reliant par un segment de droite les points (¢, ;) et
(t+1,y141) pour ¢ allant de 1 & N — 1.

Evolution des décés sur la route au Royaume-Uni

2500
|

2000
|

Nombre de décés

1500

I I I I
1970 1975 1980 1985

1000

Relevés mensuels de janvier 1969 a décembre 1984

FIGURE 3.8 — Exemple de série chronologique
L’allure de la courbe permet généralement de distinguer :

— un mouvement de longue durée (appelée tendance ou trend) notée (f;).
Le trend schématise la tendance générale du phénomene.

— une composante saisonniere notée (S). Elle traduit les variations dites
saisonnieres qui résultent d’évenements se répétant a l'identique de
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période en période. On pose S; = ¢; pour t = ¢ + kp ou p est la lon-
gueur de la période. ¢; est appelé coefficient saisonnier (de la saison i),
i variant de 1,-- -, p.

— la composante résiduelle (e;) correspondant & des mouvements pertur-
bateurs irréguliers et imprévisibles.

Traditionnellement, on considére (apres transformation éventuelle des données brutes)
deux types de schéma :

— le schéma additif : y; = f; + St + e
— le schéma multiplicatif : y; = f; X St + e

L’estimation de la tendance & la date t notée f; est obtenu par lissage de la série
chronologique (généralement par le procédé des moyennes mobiles que 1’on peut compléter
par une courbe de régression). Si on consideére qu’il y a un effet saisonnier, on estime les
coefficients saisonniers, et ’estimation du ieéme coefficient saisonnier est notée ¢;.

schéma, additif schéma multiplicatif
série ajustée n=fi+¢ U= ft X ¢
série corrigée des variations saisonnieres | y; =y — ¢; yr =y /G
prévision a 1’horizon h Ytah = fran + G | Ytanh = fran X G

Moyennes mobiles (M, ) d’ordre p : elles ne sont calculables que pour les numéros de re-
levés t tels que k <t < N — k ou k est Uentier tel que p = 2k + 1 ou bien p = 2k).

Ordre p=2k+1 p=2k

1 i=k i=k—1

. 1
Moyenne mobile | My, = ST Sy | Myp = o [( S yeri) + Wk + yt—i—k)/Q}
i—k i=—kt1




Chapitre 4

Eléments de Statistique
Inférentielle

A T'inverse de la Statistique Descriptive, la Statistique Inférentielle s’appuie sur la théorie des
probabilités pour introduire les notions de risque et de précision, en mettant en avant les distri-
butions d’échantillonnage. Ainsi, si I'on s’intéresse a un parametre 6 inconnu d’une population
statistique, on peut se donner comme objectif de I’évaluer au mieux a partir d’un échantillon,
ou encore de tester des hypotheses le concernant. Par exemple, 6 peut étre la prévalence d’une
maladie dans une population (proportion d’individus atteints par cette maladie). On distingue
deux approches pour 'estimation d’un parametre scalaire 6 : I’estimation ponctuelle et I’estima-
tion par intervalle. La premiere approche consiste a fournir une valeur qui semble la meilleure
évaluation de 6 vis-a-vis d’un certain critere d’optimalité. On parle d’estimation ponctuelle.
Ainsi, la proportion de malades dans un échantillon aléatoire simple avec remise est la meilleure
estimation de la prévalence par rapport au critere d’écart quadratique moyen. La seconde ap-
proche est de se fournir un ensemble de valeurs fortement probables pour 6. Plus précisément,
on construit un intervalle tel que la probabilité qu’il contienne 6 soit au moins égale a 1 — «,
avec « € [0,1]. On parle d’estimation par intervalle. Le nombre 1 — « est appelé niveau de
sécurité de l'intervalle ainsi créé. Cet intervalle est appelé intervalle de confiance de (niveau
de) sécurité 1 — a pour §. On peut remarquer que la probabilité que 6 ne soit pas dans I'in-
tervalle est au plus «. On peut donc évoquer une dualité entre intervalle de confiance et test
d’hypothese puisque a peut étre vu comme un majorant du risque de se tromper en déclarant
que O appartient a cet intervalle. Aux paragraphes suivants, les intervalles de confiance et les
tests d’hypotheses concernant une proportion, une espérance, une variance dans des situations
classiques sont présentés.

45
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4.1 Intervalles de confiance

Un intervalle de confiance I, de sécurité 1 — o pour un parametre inconnu 6 est donc un
intervalle tel que la probabilité de ’événement «6 € I,> vaille au moins 1 — «. Dans ce qui
suit, u, est le fractile d’ordre p de la loi N'(0,1), t,, est celui de la loi de Student & v degrés
de liberté, et XZ,p celui de la loi de Pearson a v degrés de liberté. On considere n observations
indépendantes de méme loi.

Pour une proportion et un nombre d’observations n > 30 :

[13 + ur-g n

ou p est la proportion observée dans 1’échantillon.

Pour une espérance :

Taille d’échantillon | Loi des observations | Ecart-type | Intervalle de confiance
_ o
n > 30 quelconque connu [z + (G f]
n
. _ o
n > 30 quelconque inconnu [z £ Uz 7]
n
<30 i T + 2
n gaussienne connu T+ ug 7
n
. . _ o
n < 30 gaussienne inconnu [Z + th11-2 T]
n

oll T et & sont respectivement la moyenne et 1’écart-type corrigé de la série observée.

Pour une variance (observations gaussiennes)

~2 ~2

o g
[(n—1)——;(n—1)—]

Xf,% XQ%

oll 62 est la variance corrigée de la série observée.
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Etat de la nature
Era

Rejet de Hy « 1-7
Non rejet de Hy | 1 — « I5]

Décision

TABLE 4.1 — Risques décisionnels conditionnels a ’état de la nature
4.2 Tests de signification

Un test de signification est une procédure permettant de choisir parmi deux hypotheses
celles la plus probable au vu des observations effectuées a partir d’un échantillon ou un disposi-
tif expérimental. Ces deux hypotheses sont disjointes c’est-a-dire s’excluent mutuellement. Les
hypotheses auxquelles on s’intéresse portent généralement sur un ou plusieurs parametres de la
population statistique étudiée : ainsi, si I'on s’intéresse a un caractere particulier, on pourra par
exemple tester 1’égalité de I'espérance du caractere avec une valeur de référence. Par exemple,
on peut désirer tester I’égalité d’'une contenance attendue de bouteilles commercialisées, avec
une valeur de référence en 'occurrence la contenance indiquée sur 1’étiquette commerciale. Un
inspecteur de la direction de la consommation peut choisir un certain nombre de bouteilles dans
la production de I'usine concernée. Sachant qu’il y a un aléa d’échantillonnage et une variabi-
lité dans le systeme de remplissage des bouteilles, comment tranchera t-il entre 'hypothese «la
contenance attendue est égale a la contenance annoncées et l'alternative contraire ?

Erreurs décisionnelles et risques : Le principe de base d’un test de signification est de
considérer une hypothese privilégiée Hy et une alternative Hq, puis de batir une regle permettant
de décider de rejeter ou pas Hy. Le tableau 4.1 résume les 4 situations possibles. L’erreur de
premiere espece est de rejeter I'’hypothese privilégiée Hy alors qu’elle est vraie. L’erreur de
seconde espéce est de ne pas rejeter Hy alors qu’elle est fausse. a est la probabilité de rejeter
a tort 'hypothese Hy; a est aussi appelé risque de premieére espece, ou niveau du test. § est
la probabilité de ne pas rejeter Hy alors que I'hypothese alternative Hy est vraie; § est appelé
risque de seconde espece. La valeur 1 — 3 est la puissance du test, et traduit la faculté de rejeter
Hy quand Dlalternative Hj est vraie.

Dans la pratique, « est fixé par I'expérimentateur (les valeurs les plus courantes sont 0,05
ou 0,01. On dit qu’on contréle le risque de premiere espece. Par contre, § peut étre difficile
a calculer. Heureusement, ce calcul n’est pas nécessaire sauf si 'on veut comparer plusieurs
procédure de tests.

Dans la littérature, Hy est aussi appelée hypothése nulle ou encore hypothése principale. Elle
joue un role prédominant par rapport a I’hypothese H; qui est souvent I’hypothese alternative
contraire. On cherche a contréler le risque « de rejeter a tort Hy en lui imposant une valeur
relativement faible (au plus 0,05). Le fait d’imposer une valeur faible & o conduit & n’abandonner
I’hypothese Hy que dans des cas qui <semblent sortir nettement de U'ordinaires si Hg était vraie.

Probabilité critique (ou p-value ou niveau de signification observé) : Notons bien que
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plus « est choisi petit, plus la regle de décision est stricte (ou conservative) dans la mesure
ou elle aboutit a rejeter Hy que dans des cas rarissimes et donc a conserver cette hypothese
quelque fois & tort. Une vision moderne, liée a I’explosion de la puisssance des ordinateurs et de
processus numériques d’approximation rapides et précis, est d’afficher la p-value ou probabilité
critique p.. Par définition, la p-value est la plus petite des valeurs de risque de premieére
espece pour lesquelles la décision serait de rejeter Hy. La valeur p. est calculée a partir
des observations et de leurs propriétés distributionnelles sous Hy. Comme p. est le plus petit
niveau de signification auquel on rejette ’hypothese Hy, il est aussi appelé niveau de signification
observé.

Critére de test, Région critique : Tout test d’'une hypothése Hj est basé sur un critere
C' qui est calculé a partir des observations effectuées. C' est appelé critere de test (ou sta-
tistique de test). C' est une quantité dépendant des données observées ou recueillies lors de
I’expérimentation ou I'enquéte. C’est donc une variable aléatoire dont la valeur observée nous
permettra de déterminer quelle hypothese est la plus plausible, en se référant a la distribution
de probabilité de cette variable aléatoire sous Hy. La prise de décision se fera selon une regle
dont la forme est généralement :

Rejet de Hy si C € R.(«)
Non rejet de Hy si C' ¢ R.(«).

ou R.(«) est donc l'ensemble des valeurs pour lesquelles la statistique de test conduit au
rejet de 'hypothese Hy au niveau de signification «, et est donc appelé région critique (ou zone
de rejet) du test au niveau a.

Le complémentaire de R.(«) est 'ensemble des valeurs pour lesquelles la statistique de test
conduit au non rejet de ’hypotheése Hy. On I'appelle région (ou zone) d’acceptation du test au
niveau a.

La région critique ou zone de rejet correspond donc aux valeurs de C qui seraient trop extra-
ordinaires sous I'’hypothése Hy pour étre considérées comme le fruit du hasard d’échantillonnage.

Par définition, la région critique de niveau « d’un test est donc I’ensemble des valeurs pour
lesquelles Hy est rejetée au niveau .

Unilarité, bilatéralité : Le test est unilatéral si la région critique du test est un intervalle situé
d’un seul coté de la distribution de probabilité de C' sous Hy. 1l est bilatéral si la région critique
est la réunion de deux intervalles disjoints situés des deux cotés opposés de la distribution de
probabilité de C sous Hj.

Certains tests comme l’analyse de la variance ou le test du khi-deux sont pratiquement
toujours unilatéraux.

Probléme de test : Avant d’utiliser tout test statistique, il s’agit de bien définir le probléeme
posé. Ceci consiste a formuler de fagon précise les hypotheses Hy et Hy en faisant apparaitre le(s)
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parametre(s) concerné(s), et éventuellement les valeurs de référence. En effet, selon les hypothese
formulées, on applique soit un test bilatéral, soit un test unilatéral.

Si 'on revient a ’exemple de I'inspecteur de la direction de la consommation qui s’intéresse
a la contenance attendue m des bouteilles produites dans un atelier industriel, I’hypothese
privilégiée peut étre que m vaut bien la contenance nominale mg indiquée sur I’étiquette contre
I’hypothese de fraude selon laquelle m est strictement inférieure a mg. On a donc le probleme
de test :

Hy : m = mg contre Hy : m < my.

Robustesse d’un test : La majorité des tests statistiques repose sur le respect d'un certain
nombre de conditions. On parle parfois de suppositions du test pour les distinguer des hypotheses
que l'on veut tester. Selon le degré de respect de ces conditions d’application, la validité des
résultats se trouve plus ou moins affectée et elle 'est d’autant plus que le test est moins robuste.
Ainsi, la robustesse d'un test équivaut a sa tolérance vis-a-vis du respect des conditions (ou
suppositions) du test. Un test est dit robuste si le non respect des conditions d’application
n’affecte que tres peu la validité des résultats.

Puissance d’un test : C’est la faculté de rejeter I’hypothese priviliégiée quand elle est fausse,
et Paptitude a détecter les écarts entre I’hypothese privilégiée et les hypotheses alternatives. Les
tests peu puissants augmentent la probabilité de commettre une erreur de deuxieéme espece. Or,
cette erreur peut s’avérer particulierement grave. Une étude visant a tester I’hypothese selon
laquelle un seuil d’alerte épidémiologique est atteint dans une région, et qui classerait a tort cette
région dans la catégorie de celles n’ayant pas dépassé ce seuil, peut engendrer une catastrophe
sanitaire.

Choix d’un test : Plusieurs tests de conception tres différente peuvent étre disponibles pour
vérifier une hypothese privilégiée. Dans un tel cas, le statisticien choisira le test le plus puissant
et le plus robuste (si tenté qu’on le connaisse). .

Construction d’un test : Pour construire un test de niveau «, on peut procéder selon les
étapes suivantes :

1. Définir le probleme posé en formulant de facon précise les hypotheses
Hy et Hy.

2. Déterminer un critére pertinent par rapport au probléme posé (en fait
une statistique de test C') de loi de probabilité connue sous I’hypothese
Hy.

3. Détermination de la région critique R.(a) en fonction de la loi de
probabilité de C' et du risque de premiere espece .

Apres recueil des données, appliquer le test statistique de niveau « consistera donc a :

1. Calculer la valeur C,p de la statistique de test a partir des observations
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2. Vérifier si Cyps appartient ou non a R.(«)
3. Conclure au rejet ou non de '’hypothese Hy au niveau a.

Courbe caractéristique d’efficacité : Considérons des hypotheses paramétrées a ’aide d’un
seul parametre scalaire . On a une famille d’hypotheses {Hy, # € ©} ou © est un ensemble
de valeurs possibles pour 6. Si 'on note 3(f) le risque de deuxiéme espece pour I’hypothese
alternative Hy, la courbe indiquant la puissance du test en fonction du parametre 6 est appelée
courbe caractéristique d’efficacité du test. C’est la courbe représentative de la fonction puissance
du test : § — 1 — 3(0) qui indique donc la probabilité de rejeter I’hypothese privillégiée quand
c’est 'alternative Hy qui est vraie.

La figure 4.1 montre des courbes d’efficacité selon le nombre d’observations effectués pour le
probleme de test d’égalité d’une valeur attendue m a la valeur de référence 25. Par exemple, Il
peut s’agit de vérifier si, dans un atelier de remplissage, I'unique machine est bien réglée sur la
contenance attendue 25cl, I’hypothese alternative étant qu’elle est déréglée. Le probleme de test
peut s’exprimer ainsi : <Hy : m = mg contre m # mg>. Pour l'illustration dans cette figure,
le niveau du test est fixé a a = 0,05 et 'écart-type est supposé connu et égal a 2cl. On voit
que le test est d’autant plus efficace que le nombre d’observations est élevé, et que la puissance
augmente avec I’écart entre la contenance attendue m et la contenance nominale my.

Courbes d'efficacité selon le nombre d'observations

1.0

Puissance du test
0.6
I

04
|

0.2
|

T T T T T T
20 22 24 26 28 30

Contenance attendue (en cl)

FIGURE 4.1 — Test de confirmité d’une espérance a 25cl de niveau 5% ; les observa-
tions sont gaussiennes d’écart-type o=2cl; la taille d’échantillon n vaut 10 (vert),
30 (rouge) et 100 (bleu)

Les principaux éléments d’identification d’un test de signification sont donc : le probleme de
test, la statistique de test et la regle de décision. Les propriétés primordiales d’un test sont sa

puissance et sa robustesse.

Echantillons indépendants : Pour comparer les moyennes, les variances ou les autres pa-
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rametres estimés de deux échantillons, il faut prendre en considération la technique conduisant
a la constitution des deux échantillons. Si la sélection des éléments est aléatoire, et si le choix
des éléments du premier échantillon n’a aucune influence sur le choix des éléments du second,
alors les deux échantillons sont dits indépendants.

Comparaison d’une proportion & une valeur de référence pg :

On considere un nombre d’observations n > 30.

Probleme de test : p = pg contre p # pg

Rejet de 'hypothese Hy : p = pg si M > Uj_a
po(1—po) 2
n
Non rejet de 'hypothese Hy sinon.
Probleme de test : p > pg contre p < pg
. ) N . . P — Do
Rejet de 'hypothese Hy : p > pg si ———— < —Ui—q
po(1=po)
n
Non rejet de 'hypothese Hy sinon.
Probleme de test : p < pg contre p > pg
. : . . : D — Do
Rejet de 'hypothese Hp : p < pg si ———— > ui_q
po(1—po)

Non rejet de 'hypothese Hy sinon.

Comparaison d’une espérance a une valeur de référence y :

Cas 1 : Les observations suivent la loi gaussienne
= po contre pu 7 fig B
| T — po |

Rejet de I'hypothése Hy : pp = g si  ———+/n > ti-a
o

Non rejet de 'hypothese Hy sinon.
W > po contre p < o

Rejet de I'hypothese Hy : > pg si T 'uo\/ﬁ < —t1_q
&

Non rejet de 'hypothese Hy sinon.
w < pg contre p > Lo
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T —

Ho \/ﬁ >ti—a

Rejet de 'hypothese Hg : p < o si -
o
Non rejet de 'hypothese Hy sinon.

Cas 2 : Les observations suivent une loi quelconque (il est nécessaire alors que n > 30)

On remplace dans les regles ci-dessus le fractile ti_e (respectivement
t1—o) de la loi de Student par le fractile (G (respectivement uj_g,)
de la loi Normale centrée réduite.

Test d’égalité de deux proportions :

n1p1 + nop
On considere que ny et ny sont supérieurs a 30. On pose p = M
ny + n2
p1 = p2 contre pi # pa
Rejet de 'hypothese Hy : p1 = po si [ P12 | > Uj_a

o=+ )

Non rejet de Hy sinon.

Test d’égalité de deux espérances :

On observe deux séries statistiques indépendantes de longueurs respectives ni et no de moyennes
respectives T et T, et de variances corrigées respectives 67 et G3.

On considere que nq et no sont supérieurs a 30.

p1 = pg contre pig # fo

. . . T —X

Rejet de 'hypothese Hyg : uy = po si M >Uuj_a
) ~92 2
91 , 92
ni no

Non rejet de Hy sinon.

Tests concernant une variance (observations gaussiennes) :

0? = 03 contre 02 # o}

Rejet de 'hypothese Hy : 02 = o3 si
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Non rejet de 'hypothese Hy sinon.

02 > o2 contre 02 < o}

. , . R 2
Rejet de 'hypotheése Hy : 02 > o3 si 2 Z(xz — )
i=1
Non rejet de 'hypothese Hy sinon.
02 < o8 contre 02 > o}
Rejet de 'l h‘H'2>2'1n z)?
ejet de 'hypothese Hy : 0° > o si - (x; — @)
i=1
Non rejet de 'hypothese Hy sinon.
Test d’ajustement du x? :
: X e (= npy)? >
Rejet du modele considéré si Z — > Xl-a
; np;
=1

Non rejet du modele sinon.

53
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4.3 Inférence pour la régression linéaire simple

Tests concernant les parametres de régression :

Soient a et b les estimateurs respectifs de la pente a de la droite de régression et de 'interception
b: soient 62 'estimateur sans biais de o2, et tn—21-qas2 le fractile de la loi de Student a n —2
degrés de liberté.

a = ag contre a # ag

| a—ao |

Rejet de 'hypothese Hy : a = ag si po > th21-a/2
ns?
Acceptation de 'hypothese Hy sinon.
b = by contre b # by
Rejet de 'hypothese Hy : b = by si [5—bo| > tp21-a/2

Acceptation de 'hypothese Hy sinon.

Intervalles de confiance de sécurité 1 — « :

Pour a, on a

52
[CL + ly 2 1—a/2 ns%]
Pour b, on a
R 52 72
[b £ th 21 a2 ;(14‘ 2)]

Pour la prédiction associée a une valeur xg de la variable explicative, on a

. 62 (T — x0)?
[Yo =+ tn—2,1—a/2\/n (1 + T)}

T

2
m(s2 - Zow
n—2

On rappelle que 6% = ol sz est la covariance empirique entre les x; et les y;.

S
Y 2
81‘
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4.4 Tests concernant ’indice de dispersion I,

Cas ou n — 1 < 30. On utilise la statistique T = (n — 1)1y

Hy:1;=1 contre I; # 1

Rejet de Ho $i T ¢ (X0 _1,0/2) Xoe1,1—ay2)
Non rejet de Hy si T € [Xi—l,a/2; szw—l,l—a/2]

Hy:1;=1 contre I; > 1

Rejet de Hy siT > X%,Ll,a
Non rejet de Hg si T < X%—l,l—a

Hy:1;=1 contre I; < 1

Rejet de H siT < Xp_1a

Non rejet de Hy si T > X?L—l,a

Cas ou n — 1 > 30. On utilise la statistique U = \/2(n — 1)I; — /2(n — 1) — 1

Hy:1;=1 contre I; # 1

Rejet de Hy si|U|>ui_as
Non rejet de Ho si |U| < uj_q/9

Hy:1;=1 contre I; > 1

Rejet de Hy siU > ui_q
Non rejet de Hg si U < uj_q

Hy:1;=1 contre I; < 1

Rejet de Hy siU < —ui_q

Non rejet de Hyg si U > —uj1_q
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Chapitre 5

Eléments de planification
expérimentale

5.1 Vocabulaire de base des plans d’expérience

Voici de fagon non exhausitive les termes techniques souvent utilisés en planification expérimentale.

Dispositif expérimental (= Plan d’expérience) : c’est la répartition des traitements sur
les unités expérimentales.

Expérience : Epreuve, essai effectué pour étudier un phénomene.
Expérimentation : action d’expérimenter ; essai d’application, expérience.
Expérimenter : soumettre a des expériences

Facteur ou facteur de variation : caractere, variable concourant au résultat observé sur une
unité expérimentale. Il est supposé influencer la variable principale (ou réponse). Il peut étre
qualitatif ou quantitatif.

Facteur controlé, facteur non controlé : dans certaines situations, le facteur peut étre
controlé c’est-a-dire qu’on peut imposer la modalité ou la valeur possible de ce facteur sur
chaque unité expérimentale. Autrement, le facteur est dit non controlé.

Matériel expérimental : on désigne ici ’ensemble des unités expérimentales (et non les ins-
truments techniques ou l'outillage permettant de réaliser I'expérience).

Niveau de facteur : modalité (en cas de facteur qualitatif) ou valeur possible (en cas de facteur

o7
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quantitatif) du facteur. Les différents niveaux d’un méme facteur s’excluent donc mutuellement.

Objectif scientifique : formulation précise du probleme scientifique résoudre. Il s’agit de
préciser le but a atteindre relativement a la science ou une science. La définition claire et précise
du but de I'expérience est toujours un élément primordial du protocole expérimental.

Plan d’expérience (=Dispositif expérimental) : c’est la répartition des traitements sur les
unités expérimentales.

Planification expérimentale : mise en oeuvre, organisation du plan d’expérience.

Protocole expérimental : description détaillée d’'une expérience permettant de la réaliser en
totalité ou de la reproduire de maniere identique sans indication supplémentaire. I1 comprend : le
dispositif expérimental ou plan d’expérience, la description compléte du matériel expérimental,
de la préparation et de la conduite de ’expérience, les différents protocoles d’observation et
d’analyse statistique des résultats.

Répétitions : affectation d’'un méme traitement a plusieurs unités expérimentales. Les répétitions
ont pour but, non seulement d’augmenter la précision des résultats, mais également de rendre
possible I'estimation de cette précision par exemple sous forme de variances, écarts-types ou
coefficients de variation.

Réponse (ou variable principale) : variable caractérisant le comportement du phénomene
étudié.

Traitement : toute combinaison de niveaux des facteurs étudiés. S’il n’y a qu'un facteur
considéré dans 'expérience, un traitement correspond & un niveau de facteur.

Unité expérimentale : unité de base de I'expérience. Elle est traitée individuellement des le
départ et fait 'objet d’au moins une observation.

Variable principale (ou réponse) : variable caractérisant le comportement du phénomeéne
étudié.

Tllustration 1 : Soit un essai de fertilisation azotée sur canne sucre avec deux facteurs étudiés :
la fumure et la variété de canne sucre. Chacun des facteurs est étudié a plusieurs niveaux : 3
niveaux pour la fumure azotée : 40; 60; 80 u/ha et 4 niveaux pour les variétés de canne sucre :
M1394/86, M1400/86, M3035/66 et la R579. Si on combine tous les niveaux des facteurs fumure
et variété, on aura 12 traitements a affecter a des unités expérimentales, en 'occurrence des
parcelles d’'un domaine d’expérimentation agronomique. Pour cela, il nous faut disposer d’au
moins 12 parcelles, sachant en outre qu’il y a nécessité de répétitions pour prendre en compte
la variabilité.

Il est a noter que de nombreuses considérations pourraient étre prises en compte dans
I’élaboration du protocole expérimental. Citons quelques éléments de discussion concernant le
facteur variété : une variété est mieux adaptée aux zones humides et peut étre récoltée des
la mi-aott ; une autre est mieux adaptée aux régions de moyenne et basse pluviométrie et est
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particulierement recommandée pour ’exploitation industrielle dans les sols francs de moyenne
altitude. Une autre variété est issue d’un croisement entre deux variétés ayant la particularité de
mieux s’adapter dans les sols rocheux ; certaines variétés ont des rendements qui se sont avérés
supérieurs des variétés de référence en milieu et en fin de campagne. La sensibilité de ces variétés
aux maladies qui sévissent dans la région de référence n’est pas connue. Le potentiel a 1’échelle
industrielle de certaines variétés reste a confirmer.

Illustration 2 : Une expérience vise a étudier I'effet de cinq doses distinctes d’'un méme produit
sur le gain de poids journaliers chez des porcins d’un méme élevage. On envisage d’appliquer
chacune des cinq doses respectivement a cinq groupes d’animaux de méme effectif. Cependant
d’autres sources de variation sont connues (age, espece, ascendance). Un dispositif permettant
un controle de I’hétérogénéité est envisagé.
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5.2 Plan en randomisation totale - Completely randomized de-
sign

Dans les paragraphes suivants, le nombre total d’unités expérimentales utilisées dans le plan
est noté n; la moyenne et la variance de la série statistique des n observations sont notées
respectivement Z et s2.

5.2.1 Plan a un facteur avec répétitions

On étudie un facteur A ayant I niveaux. On a n; répétitions pour le niveau i.

Données : z;; est la valeur observée pour la jeme répétition du niveau ¢ de A; z; est la moyenne
observée pour le niveau i de A.

Source de variation | Somme | Degrés de liberté Carré moyen F' de Fisher
des carrés
Totale SCT n—1 CMT= SCI;
n
SCFy _ CMFy
Facteur A SCFy I—-1 CMF, = 71 Fy = CMR
SCR
Résiduelle SCR n—1 CMR = p—
avec
I ng I
SCT =Y (v — 2)* = ns* SCFa=> ni( ; SCR = Z Z zij — ;)

i=1j=1

=1

Equation d’ANOVA : SCT = SCF4 + SCR

i=17=1

Modele sous-jacent : x;; = 1 + ; + e;; ou les e;; sont i.i.d. selon N(0, 0'2).
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5.2.2 Plan a deux facteurs sans répétitions

On étudie deux facteurs A et B ayant respectivement I et J niveaux.

Données : z;; est la valeur observée pour le traitement (i,7); Z; est la moyenne observée pour
le niveau i de A; Z ; est la moyenne observée pour le niveau j de B.

Source de variation | Somme | Degrés de liberté Carré moyen F' de Fisher
des carrés
T
Totale SCT 1J -1 CMT = 5? 7
_ SCFy _ CMF,
Facteur A SCF4 I1-1 CMFy = T 1 Fy= CMER
SCFp CMFpg
Facteur B SCF: J—-1 CMFp = Fp =
actent b SO B~ CMR
SCR
Ssiduell I-1)(J-1 MR =
Résiduelle SCR ( )(J—1) | CMR -1 1)
avec

I J I
SCT =3 > (wij— %)% SCFa=3) J(@ —x)% SCFp=) I(z;- 1)’

i=1j=1 i=1 j=1

et
I J

SCR = ZZ(‘TU — % — T+ .i’)Q

i=1j=1

Equation d’ANOVA : SCT = SCF4 + SCFg + SCR

Modele sous-jacent : x;; = p + a; + 3 + e;; ol les e;; sont i.i.d. selon N(0, 02).
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5.2.3 Plan a deux facteurs avec répétitions

On étudie deux facteurs A et B ayant respectivement I et J niveaux.

Données :

xij, est la valeur observée pour la kéme répétition du traitement (i, ) ;

T;. est la

moyenne observée pour le niveau i de A; z; celle pour le niveau j de B; Z;;. celle pour le

traitement (7, 7);

n;; est le nombre de répétitions du traitement (i, j);

répétitions du niveau i de A; n4; est celui du niveau j de B.

n;+ est le nombre de

Source de variation | Somme | Degrés de liberté Carré moyen F' de Fisher
des carrés
Totale SCT n—1 CMT = SCI;
n—
SCFEy _ CMFy
Facteur A SCFy I-1 CMF, = T 1 Fy = CUR
SCF CMF
Facteur B SCFg J—1 CMFg = J—]13 Fp = CMRB
. SCFap CMFsp
Int t A, B F I-1)(J-1 MF Fap = ————
nteraction (A, B) SCFup ( )(J—1) | CMFup T-1)J -1 AB= “AIR
Résiduelle SCR n—1J CMR = SCR
n—1J
I K J
avec SCT = Z Z Tijk — 2. SCFy = an )2; SCFg = Znﬂ(:ﬁ,j, — f)Q
i=1j=1k=1 i=1 j=1

K

I J
— %, — T+ 1) et SCR=D > (xijn —

i=1j=1 k=1

Equation d’ANOVA : SCT = SCF4 + SCFg + SCFsp + SCR

IL’U

Modele sous-jacent : x5, = p + o + B + vij + €;jk ol les e;; sont i.i.d. selon N(0, 02).
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5.3 Plan en blocs randomisés - Randomized block design

5.3.1

Données :

Plan a un facteur en blocs complets sans répétition

b est le nombre de blocs, I est le nombre de niveaux du facteur A; puisqu’il n’y a

pas de répétitions dans les blocs, le nombre total d'unités expérimentales est n = Ib; x;; est la
valeur observée pour le niveau i de A et le bloc j; Z; est la moyenne observée pour le niveau ¢
de A; Z; est la moyenne observée pour le bloc j.

Source de variation | Somme | Degrés de liberté Carré moyen F' de Fisher
des carrés
Totale SCT Ib—-1 CMT:SCi
Ib—-1
. SCFA . CMFA
Facteur A SCFy I—-1 CMF, = 71 Fp= CMR
Facteur bloc SCFyoc b—1 CMFyoc = Tloc Foloe = C’TROC
SCR
Ssiduell I-1)b—-1 MR = —"—"——
Résiduelle SCR ( )( ) | CMR T-D06-1)

I b 1
avec SCT =Y (i — 2)*;SCFa =Y _b(Z;. — 2)*; SCFyo0

i=1j=1

i=1

b
=Y I(z;—z)
j=1

Les sommes de carrés sont calculées comme dans le cas du plan a deux facteurs sans répétitions
(voir 1.2.) en considérant 'effet bloc comme second facteur.

Equation d’ANOVA : SCT = SCFy + SCF) . + SCR

Modele sous-jacent : z;; = p + a; + 3 + e;; olt les e;; sont i.i.d. selon N(0, 02).
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5.3.2 Plan a un facteur en blocs complets équilibrés

On étudie un facteur A ayant I niveaux. Les b blocs étant complets équilibrés, on note K le
nombre de répétitions d’un niveau donné de A a l'intérieur d’un bloc.

Données : z;j est la valeur observée pour la k8™ 1épétition du niveau i de A dans le bloc j;
Z;.. est la moyenne observée pour le niveau 7 de A; Z; est celle pour le bloc j; Z;;. est celle
pour le niveau ¢ dans le bloc j.

Source de variation | Somme | Degrés de liberté Carré moyen F' de Fisher
des carrés
SCT
Total T IbK — 1 MT = —1—
otale SC b C Tk — 1
_ SCFx _ CMFy
Facteur A SCFy I—-1 CMF, = 71 Fy = CMR
SCHy) CMFy,)
ocC SC bl b C bl b1 bl OMR
. SCF, 1, CMF, )
Interaction SCFA,bl (I — 1)(b — 1) CMFA,bl = m FA,bl = m
(A,Bloc)
SCR
Résiduelle SCR Ib(K —1) CMR = K =1
I b K I
avec SCT = ZZZ (wijr — T) SC’FA:ZbK(@_— SCFb] ZIK —7)%

i=1j=

1k=1

i=1

r b I b K
SCF)p1 = YD K@iy — 7.~z +2)? et SCR=_> > (wijn — i)
i1 i=

Equation I’ANOVA : SCT = SCFa + SCFy; + SC

i=1 j=1k=1

FA,bl + SCR

Modele sous-jacent : xjjx = p + o + 35 + Vij + €iji ou les e;j, sont i.i.d. selon N(0, a?).
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5.4 Plan avec plusieurs controles d’hétérogénéité - design with
several controls of heterogeneity

5.4.1 Carré latin ¢t xt

On étudie un facteur A qui a ¢ niveaux (¢ > 2). On a deux facteurs de controle a ¢ niveaux
chacun. Le premier facteur de controle est appelé ligne, et le second, colonne.

Données : x;j;, est la valeur observée pour le niveau i de A, la ligne j et la colonne k du carré;
Z;.. est la moyenne observée pour le niveau ¢ de A; Z; est la moyenne observée pour la ligne
J; .1 est celle pour la colonne k.

Source de variation | Somme | Degrés de liberté Carré moyen F' de Fisher
des carrés
T
Totale SCT -1 CMT = :C :
SCF CMF
Facteur A SCFy t—1 CMF, = t—lA Fy= CMRA
SCF, CMF,
Facteur ligne SCFy, t—1 CMFy = = 1L F; = C’MRL
SCF, CMF,
Facteur colonne SCFo t—1 CMFq = = 1C Fo = C’M}g
SCR
Résiduelle SCR (t—1)(t—2) CMR= ——F——
(t—1(t—-2)

t t
avec SCT = t?s%; SCF4 = Z:t(a’cz — 57)2 SCFy, = Zt(ji- — :E)2
i=1 j=1
t t t t
SCFo =Ytz x—2)* et SCR=D>"> (wijy — Zi.. — Tj. — Z.p, + 27)*
k=1 i=1j=1k=1
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Equation d’ANOVA : SCT = SCFy + SCF, + SCFc + SCR

Modele sous-jacent : xjjr = p+ o + B + i + €iji ou les e;j sont i.i.d. selon N (0, a?).

5.4.2 Carré gréco-latin ¢t x t

Deux facteurs A et B sont étudiés, chacun ayant ¢t niveaux (¢ > 3). On a en outre deux
facteurs de controle a t niveaux chacun. Le premier facteur de controle est appelé ligne, et le
second colonne.

Données : x;;; est la valeur observée pour le niveau i de A, le niveau j de B, la ligne k et la
colonne [ du carré; z;_ . est la moyenne observée pour le niveau ¢ de A; 7 ;. est celle pour le
niveau j de B; T j. est celle pour la ligne k; Z_; est celle pour la colonne .

Source de variation | Somme | Degrés de liberté Carré moyen F' de Fisher
des carrés
T
Totale SCT 2 —1 CMT = 5%
SCF CMF
Facteur A SCFy t—1 CMF, = t—lA Fy = CM]?
SCFg CMFp
F B F -1 MFg = Fg =
acteur SCFg t C B 1 'B CME
. _ SCFp _ CMFy
Facteur ligne SCFr, t—1 CMFy, = 1 Fr, = CME
_ SCFg _ CMFg
Facteur colonne SCF¢ t—1 CMFo = 1 Fo = CME
Résiduelle SCR (t—1)(t—3) CMR = __SCR_
(t—1)(t—3)

t t t
avec SCT =1*s*, SCFo =Y t(%;.. —2)*, SCFp =Y t(z;.—2)*, SCFL =Y t(Z 4 — )
i=1 j=1 j=1
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t t

t t
Z Z Z(ﬂfijkl — i — X — T — T +3%)°

t
SCFc =Y t(x.,—1)° SCR=
i=1j=1k=11=1

k=1
Equation d’ANOVA : SCT = SCF4 + SCFg + SCFy, + SCFs + SCR

Modele sous-jacent : ;511 = p + o + B 4+ Vi + 0 + €451 ol les e;51; sont i.i.d. selon N(0, 02).
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IV. Plan en parcelles divisées, plan en bandes croisées - Split-plot design, criss-cross
design

Les ANOVAs associées a ces plans ne sont pas au programme.

5.4.3 Split-plot

Ce plan est utilisé quand les plus petites unités auxquelles on peut affecter un niveau de facteur
sont de taille bien plus élevée que la taille requise pour 'application des niveaux des autres fac-
teurs. Ainsi, en expérimentation agronomique, le facteur pratique culturale ne peut étre appliqué
qu’ a une échelle suffisamment grande par rapport au facteur variété ou au facteur espacement
des rangées de culture.

Un autre exemple concerne I’étude de la production laitiere par rapport aux facteurs paturage
et méthode de traite. L’unité expérimentale idéale pour le facteur méthode de traite est la vache
mais pour le facteur paturage, il ne peut s’agir que d’un groupe d’animaux.

Le split-plot est un plan en blocs équilibrés qui consiste a subdiviser les blocs en sous-blocs
et a affecter a toutes les unités expérimentales d’un méme sous-bloc le méme niveau de I'un des
facteurs étudiés. Dans le cas d’un split-plot & deux facteurs étudiés A et B, on procéde de la
fagon suivante : dans chaque bloc, les niveaux du facteur A sont attribués par tirages aléatoires
aux sous-blocs (randomisation intra-bloc), puis dans chaque sous-bloc, 'attribution des niveaux
du facteur B se fait par tirages aléatoires (randomisation intra-sous-bloc). B est appelé facteur
split-plot.

Exemple : On dispose de 48 parcelles expérimentales en 2 blocs ayant chacun 4 sous-blocs.
Chaque sous-bloc contient 6 parcelles. On attribue aléatoirement un des 4 niveaux c1, co, c3
et ¢4 du facteur Procédé cultural & chaque sous-bloc d’un bloc. A I'intérieur d’un sous-bloc, on
attribue aléatoirement un des 6 niveaux du facteur Variété a chaque parcelle.

Bloc 1

C3v2 | €31 C1U5 | C1Vg CqU1 | C4V4 C2U3 | C2U4

C3U5 | C3VU3 C1v2 | 11 C4U5 | C4Vg CaU1 | C2U5

C3V4 | C3Vg C1U3 | C1U4 CqU2 | C4U3 CaVg | C2U2

Bloc 2

C2U3 | C2U5 C3Vg | C3V3 C1Vg | C1V4 C4V4 | C4U5

CoU2 | C2Uyq || C3V4 | C3V1 || C1VU3 | C1V2 || C4U3 | C4V2

CoVg | C2U1 C3V9 | C3V5 C1V1 | C1V5 CqV1 | C4Vg
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5.4.4 Criss-cross

Le plan criss-cross est un plan utilisé essentiellement en expérimentation agronomique et appliqué
cause de certaines contraintes techniques. C’est un plan a deux facteurs étudiés qui sont appliqués
en bandes perpendiculaires.

Exemple : On désire étudier 'influence sur le rendement du facteur Technique de travail du sol
( 3 niveaux ay, ag et a3) et du facteur Irrigation ( deux niveaux bj=irrigué ; bp=non irrigué). Le
seul plan que ’on puisse pratiquement mettre en place est :

ap | a2 | as

Vil

by — aiby | agby | ashy

by — aiby | agby | asby

Le criss-cross est un plan relativement peu utilisé : il faut vraiment que, pratiquement, I’expérimentateur
ne puisse disposer ses parcelles d’une autre fagon.

5.5 Test d’hypothése concernant I’influence de facteur

A partir du tableau I’ANOVA, on peut tester I'influence des différents facteurs étudiés ou de
leurs interactions éventuelles. En effet, chaque statistique F' de Fisher, obtenue dans la derniere
colonne de ce tableau, correspond a une source de variation précisée dans la ligne concernée en
premiere colonne. L’hypothese privilégiée Hy que 'on veut tester est alors

Hy : ”la source de variation est sans effet” contre 'hypothese alternative
Hy : 71l y a un effet di a la source de variation”
L’hypothese Hy peut étre formulée également de la facon suivante :
"les valeurs espérées (moyennes théoriques) sont identiques pour la source de variation”.
Regle de décison au niveau « :
Rejet de Hy si F' > fu m:1—a
Non rejet de Ho si F' < fu,.001-a
ol fy.m:1—a est un fractile de la loi de Fisher-Snedecor a vy et vy degrés de liberté,

v1 est le nombre de degrés de liberté associé a la source de variation testée,
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19 est le nombre de degrés de liberté associé a la variation résiduelle.
Conclusion du test :

Le rejet de I'hypothese nulle Hy signifie que I’expérience met en évidence un effet significatif de
la source de variation étudiée sur la variable principale : au moins une moyenne théorique est
différente des autres.

Le non rejet de 'hypothese nulle Hj signifie que ’expérience n’a pu mettre en évidence une
influence significative de la source de variation étudiée sur la variable principale : il n’y a pas
d’écart significatif entre les différentes moyennes théoriques.

Utilisation des probabilités critiques (p-values)

Les logiciels modernes fournissent les résultats des regles de décision sous forme de probabilités
critiques. Par définition, la probabilité critique p. (en anglais p-value) du test de Fisher est
la probabilité qu'une réalisation de la loi de Fisher-Snedecor soit plus élevée que la valeur de
la statistique de Fisher F' sous I’hypothése Hy. Ainsi, une tres faible valeur pour p. indique
que ’hypothese privilégiée H est vraisemblablement fausse. Plus p. est faible, plus les données
témoignent de 'effet significatif de la source de variation étudiée. Elles nous conduisent alors &
rejeter Hy.

Remarque :

Avec MS EXCEL ou OpenOffice.org Calc, la fonction SOMME.CARRES.ECARTS permet de
calculer la somme des carrés d’écart pour une série de données (utiliser le bouton fx puis chercher
dans la catégorie ”Statistique”).



Chapitre 6

Tables statistiques

Les fractiles et les fréquences espérées cumulées de certaines lois de probabilité classiques
peuvent étre obtenus a l'aide d’Excel ou R. Les tables proposées par la suite concernent la loi
gaussienne centrée réduite, la loi de Student, la loi de Pearson et loi de Fisher-Snedecor. Ces lois
interviennent dans les regles de décision de divers tests d’hypotheses. Les logiciels statistiques
actuels peuvent effectuer le calcul de probabilité critique correspondant a la probababilité de
dépassement de seuil par le critere de test observé. Ceci permet, quand c’est le cas, de se passer
de ces tables.

71
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6.1 Fonction de répartition de la loi normale centrée réduite

Si U suit la loi normale centrée réduite, pour x > 0, la table donne la valeur ¢(z) = P(U < x)
avec £ = x1 + x2 ol x1 et xo sont indiqués en marge. Pour z < 0, on utilise ¢(x) =1 — ¢(—x).

xr1

T2 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0.0 | 0.5000 | 0.5040 | 0.5080 | 0.5120 | 0.5160 | 0.5199 | 0.5239 | 0.5279 | 0.5319 | 0.5359
0.1 | 0.5398 | 0.5438 | 0.5478 | 0.5517 | 0.5557 | 0.5596 | 0.5636 | 0.5675 | 0.5714 | 0.5753
0.2 | 0.5793 | 0.5832 | 0.5871 | 0.5910 | 0.5948 | 0.5987 | 0.6026 | 0.6064 | 0.6103 | 0.6141
0.3 | 0.6179 | 0.6217 | 0.6255 | 0.6293 | 0.6331 | 0.6368 | 0.6406 | 0.6443 | 0.6480 | 0.6517
0.4 | 0.6554 | 0.6591 | 0.6628 | 0.6664 | 0.6700 | 0.6736 | 0.6772 | 0.6808 | 0.6844 | 0.6879
0.5 | 0.6915 | 0.6950 | 0.6985 | 0.7019 | 0.7054 | 0.7088 | 0.7123 | 0.7157 | 0.7190 | 0.7224
0.6 | 0.7257 | 0.7291 | 0.7324 | 0.7357 | 0.7389 | 0.7422 | 0.7454 | 0.7486 | 0.7517 | 0.7549
0.7 | 0.7580 | 0.7611 | 0.7642 | 0.7673 | 0.7704 | 0.7734 | 0.7764 | 0.7794 | 0.7823 | 0.7852
0.8 | 0.7881 | 0.7910 | 0.7939 | 0.7967 | 0.7995 | 0.8023 | 0.8051 | 0.8078 | 0.8106 | 0.8133
0.9 | 0.8159 | 0.8186 | 0.8212 | 0.8238 | 0.8264 | 0.8289 | 0.8315 | 0.8340 | 0.8365 | 0.8389
1.0 | 0.8413 | 0.8438 | 0.8461 | 0.8485 | 0.8508 | 0.8531 | 0.8554 | 0.8577 | 0.8599 | 0.8621
1.1 | 0.8643 | 0.8665 | 0.8686 | 0.8708 | 0.8729 | 0.8749 | 0.8770 | 0.8790 | 0.8810 | 0.8830
1.2 | 0.8849 | 0.8869 | 0.8888 | 0.8907 | 0.8925 | 0.8944 | 0.8962 | 0.8980 | 0.8997 | 0.9015
1.3 | 0.9032 | 0.9049 | 0.9066 | 0.9082 | 0.9099 | 0.9115 | 0.9131 | 0.9147 | 0.9162 | 0.9177
1.4 | 0.9192 | 0.9207 | 0.9222 | 0.9236 | 0.9251 | 0.9265 | 0.9279 | 0.9292 | 0.9306 | 0.9319
1.5 | 0.9332 | 0.9345 | 0.9357 | 0.9370 | 0.9382 | 0.9394 | 0.9406 | 0.9418 | 0.9429 | 0.9441
1.6 | 0.9452 | 0.9463 | 0.9474 | 0.9484 | 0.9495 | 0.9505 | 0.9515 | 0.9525 | 0.9535 | 0.9545
1.7 | 0.9554 | 0.9564 | 0.9573 | 0.9582 | 0.9591 | 0.9599 | 0.9608 | 0.9616 | 0.9625 | 0.9633
1.8 | 0.9641 | 0.9649 | 0.9656 | 0.9664 | 0.9671 | 0.9678 | 0.9686 | 0.9693 | 0.9699 | 0.9706
1.9 | 0.9713 | 0.9719 | 0.9726 | 0.9732 | 0.9738 | 0.9744 | 0.9750 | 0.9756 | 0.9761 | 0.9767
2.0 | 09772 | 0.9778 | 0.9783 | 0.9788 | 0.9793 | 0.9798 | 0.9803 | 0.9808 | 0.9812 | 0.9817
2.1 | 0.9821 | 0.9826 | 0.9830 | 0.9834 | 0.9838 | 0.9842 | 0.9846 | 0.9850 | 0.9854 | 0.9857
2.2 | 0.9861 | 0.9864 | 0.9868 | 0.9871 | 0.9875 | 0.9878 | 0.9881 | 0.9884 | 0.9887 | 0.9890
2.3 | 0.9893 | 0.9896 | 0.9898 | 0.9901 | 0.9904 | 0.9906 | 0.9909 | 0.9911 | 0.9913 | 0.9916
2.4 | 0.9918 | 0.9920 | 0.9922 | 0.9925 | 0.9927 | 0.9929 | 0.9931 | 0.9932 | 0.9934 | 0.9936
2.5 | 0.9938 | 0.9940 | 0.9941 | 0.9943 | 0.9945 | 0.9946 | 0.9948 | 0.9949 | 0.9951 | 0.9952
2.6 | 0.9953 | 0.9955 | 0.9956 | 0.9957 | 0.9959 | 0.9960 | 0.9961 | 0.9962 | 0.9963 | 0.9964
2.7 [ 0.9965 | 0.9966 | 0.9967 | 0.9968 | 0.9969 | 0.9970 | 0.9971 | 0.9972 | 0.9973 | 0.9974
2.8 | 0.9974 | 0.9975 | 0.9976 | 0.9977 | 0.9977 | 0.9978 | 0.9979 | 0.9979 | 0.9980 | 0.9981
2.9 [ 0.9981 | 0.9982 | 0.9982 | 0.9983 | 0.9984 | 0.9984 | 0.9985 | 0.9985 | 0.9986 | 0.9986
3.0 | 0.9987 | 0.9987 | 0.9987 | 0.9988 | 0.9988 | 0.9989 | 0.9989 | 0.9989 | 0.9990 | 0.9990
3.1 | 0.9990 | 0.9991 | 0.9991 | 0.9991 | 0.9992 | 0.9992 | 0.9992 | 0.9992 | 0.9993 | 0.9993
3.2 | 0.9993 | 0.9993 | 0.9994 | 0.9994 | 0.9994 | 0.9994 | 0.9994 | 0.9995 | 0.9995 | 0.9995
3.3 | 0.9995 | 0.9995 | 0.9995 | 0.9996 | 0.9996 | 0.9996 | 0.9996 | 0.9996 | 0.9996 | 0.9997
3.4 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9998
3.5 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998
3.6 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999
3.7 1 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999
3.8 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999
3.9 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000
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6.2 Fractiles de la loi normale centrée réduite

uy est le fractile d’ordre p de la loi normale centrée réduite. Donc ¢(u,) = p.
La table donne la valeur u, pour p = p1 + p2 avec p; et p indiqués en marge.
Pour les valeurs p < 0,5, on utilise la relation u, = —u1_p.

b1

p2 0.000 | 0.001 | 0.002 | 0.003 | 0.004 | 0.005 | 0.006 | 0.007 | 0.008 | 0.009
0.50 | 0.0000 | 0.0025 | 0.0050 | 0.0075 | 0.0100 | 0.0125 | 0.0150 | 0.0175 | 0.0201 | 0.0226
0.51 | 0.0251 | 0.0276 | 0.0301 | 0.0326 | 0.0351 | 0.0376 | 0.0401 | 0.0426 | 0.0451 | 0.0476
0.52 | 0.0502 | 0.0527 | 0.0552 | 0.0577 | 0.0602 | 0.0627 | 0.0652 | 0.0677 | 0.0702 | 0.0728
0.53 | 0.0753 | 0.0778 | 0.0803 | 0.0828 | 0.0853 | 0.0878 | 0.0904 | 0.0929 | 0.0954 | 0.0979
0.54 | 0.1004 | 0.1030 | 0.1055 | 0.1080 | 0.1105 | 0.1130 | 0.1156 | 0.1181 | 0.1206 | 0.1231
0.55 | 0.1257 | 0.1282 | 0.1307 | 0.1332 | 0.1358 | 0.1383 | 0.1408 | 0.1434 | 0.1459 | 0.1484
0.56 | 0.1510 | 0.1535 | 0.1560 | 0.1586 | 0.1611 | 0.1637 | 0.1662 | 0.1687 | 0.1713 | 0.1738
0.57 | 0.1764 | 0.1789 | 0.1815 | 0.1840 | 0.1866 | 0.1891 | 0.1917 | 0.1942 | 0.1968 | 0.1993
0.58 | 0.2019 | 0.2045 | 0.2070 | 0.2096 | 0.2121 | 0.2147 | 0.2173 | 0.2198 | 0.2224 | 0.2250
0.59 | 0.2275 | 0.2301 | 0.2327 | 0.2353 | 0.2378 | 0.2404 | 0.2430 | 0.2456 | 0.2482 | 0.2508
0.60 | 0.2533 | 0.2559 | 0.2585 | 0.2611 | 0.2637 | 0.2663 | 0.2689 | 0.2715 | 0.2741 | 0.2767
0.61 | 0.2793 | 0.2819 | 0.2845 | 0.2871 | 0.2898 | 0.2924 | 0.2950 | 0.2976 | 0.3002 | 0.3029
0.62 | 0.3055 | 0.3081 | 0.3107 | 0.3134 | 0.3160 | 0.3186 | 0.3213 | 0.3239 | 0.3266 | 0.3292
0.63 | 0.3319 | 0.3345 | 0.3372 | 0.3398 | 0.3425 | 0.3451 | 0.3478 | 0.3505 | 0.3531 | 0.3558
0.64 | 0.3585 | 0.3611 | 0.3638 | 0.3665 | 0.3692 | 0.3719 | 0.3745 | 0.3772 | 0.3799 | 0.3826
0.65 | 0.3853 | 0.3880 | 0.3907 | 0.3934 | 0.3961 | 0.3989 | 0.4016 | 0.4043 | 0.4070 | 0.4097
0.66 | 0.4125 | 0.4152 | 0.4179 | 0.4207 | 0.4234 | 0.4261 | 0.4289 | 0.4316 | 0.4344 | 0.4372
0.67 | 0.4399 | 0.4427 | 0.4454 | 0.4482 | 0.4510 | 0.4538 | 0.4565 | 0.4593 | 0.4621 | 0.4649
0.68 | 0.4677 | 0.4705 | 0.4733 | 0.4761 | 0.4789 | 0.4817 | 0.4845 | 0.4874 | 0.4902 | 0.4930
0.69 | 0.4959 | 0.4987 | 0.5015 | 0.5044 | 0.5072 | 0.5101 | 0.5129 | 0.5158 | 0.5187 | 0.5215
0.70 | 0.5244 | 0.5273 | 0.5302 | 0.5330 | 0.5359 | 0.5388 | 0.5417 | 0.5446 | 0.5476 | 0.5505
0.71 | 0.5534 | 0.5563 | 0.5592 | 0.5622 | 0.5651 | 0.5681 | 0.5710 | 0.5740 | 0.5769 | 0.5799
0.72 | 0.5828 | 0.5858 | 0.5888 | 0.5918 | 0.5948 | 0.5978 | 0.6008 | 0.6038 | 0.6068 | 0.6098
0.73 | 0.6128 | 0.6158 | 0.6189 | 0.6219 | 0.6250 | 0.6280 | 0.6311 | 0.6341 | 0.6372 | 0.6403
0.74 | 0.6433 | 0.6464 | 0.6495 | 0.6526 | 0.6557 | 0.6588 | 0.6620 | 0.6651 | 0.6682 | 0.6713
0.75 | 0.6745 | 0.6776 | 0.6808 | 0.6840 | 0.6871 | 0.6903 | 0.6935 | 0.6967 | 0.6999 | 0.7031
0.76 | 0.7063 | 0.7095 | 0.7128 | 0.7160 | 0.7192 | 0.7225 | 0.7257 | 0.7290 | 0.7323 | 0.7356
0.77 | 0.7388 | 0.7421 | 0.7454 | 0.7488 | 0.7521 | 0.7554 | 0.7588 | 0.7621 | 0.7655 | 0.7688
0.78 | 0.7722 | 0.7756 | 0.7790 | 0.7824 | 0.7858 | 0.7892 | 0.7926 | 0.7961 | 0.7995 | 0.8030
0.79 | 0.8064 | 0.8099 | 0.8134 | 0.8169 | 0.8204 | 0.8239 | 0.8274 | 0.8310 | 0.8345 | 0.8381
0.80 | 0.8416 | 0.8452 | 0.8488 | 0.8524 | 0.8560 | 0.8596 | 0.8633 | 0.8669 | 0.8705 | 0.8742
0.81 | 0.8779 | 0.8816 | 0.8853 | 0.8890 | 0.8927 | 0.8965 | 0.9002 | 0.9040 | 0.9078 | 0.9116
0.82 | 0.9154 | 0.9192 | 0.9230 | 0.9269 | 0.9307 | 0.9346 | 0.9385 | 0.9424 | 0.9463 | 0.9502
0.83 | 0.9542 | 0.9581 | 0.9621 | 0.9661 | 0.9701 | 0.9741 | 0.9782 | 0.9822 | 0.9863 | 0.9904
0.84 | 0.9945 | 0.9986 | 1.0027 | 1.0069 | 1.0110 | 1.0152 | 1.0194 | 1.0237 | 1.0279 | 1.0322
0.85 | 1.0364 | 1.0407 | 1.0450 | 1.0494 | 1.0537 | 1.0581 | 1.0625 | 1.0669 | 1.0714 | 1.0758
0.86 | 1.0803 | 1.0848 | 1.0893 | 1.0939 | 1.0985 | 1.1031 | 1.1077 | 1.1123 | 1.1170 | 1.1217
0.87 | 1.1264 | 1.1311 | 1.1359 | 1.1407 | 1.1455 | 1.1503 | 1.1552 | 1.1601 | 1.1650 | 1.1700
0.88 | 1.1750 | 1.1800 | 1.1850 | 1.1901 | 1.1952 | 1.2004 | 1.2055 | 1.2107 | 1.2160 | 1.2212
0.89 | 1.2265 | 1.2319 | 1.2372 | 1.2426 | 1.2481 | 1.2536 | 1.2591 | 1.2646 | 1.2702 | 1.2759
0.90 | 1.2816 | 1.2873 | 1.2930 | 1.2988 | 1.3047 | 1.3106 | 1.3165 | 1.3225 | 1.3285 | 1.3346
0.91 | 1.3408 | 1.3469 | 1.3532 | 1.3595 | 1.3658 | 1.3722 | 1.3787 | 1.3852 | 1.3917 | 1.3984
0.92 | 1.4051 | 1.4118 | 1.4187 | 1.4255 | 1.4325 | 1.4395 | 1.4466 | 1.4538 | 1.4611 | 1.4684
0.93 | 1.4758 | 1.4833 | 1.4909 | 1.4985 | 1.5063 | 1.5141 | 1.5220 | 1.5301 | 1.5382 | 1.5464
0.94 | 1.5548 | 1.5632 | 1.5718 | 1.5805 | 1.5893 | 1.5982 | 1.6072 | 1.6164 | 1.6258 | 1.6352
0.95 | 1.6449 | 1.6546 | 1.6646 | 1.6747 | 1.6849 | 1.6954 | 1.7060 | 1.7169 | 1.7279 | 1.7392
0.96 | 1.7507 | 1.7624 | 1.7744 | 1.7866 | 1.7991 | 1.8119 | 1.8250 | 1.8384 | 1.8522 | 1.8663
0.97 | 1.8808 | 1.8957 | 1.9110 | 1.9268 | 1.9431 | 1.9600 | 1.9774 | 1.9954 | 2.0141 | 2.0335
0.98 | 2.0537 | 2.0749 | 2.0969 | 2.1201 | 2.1444 | 2.1701 | 2.1973 | 2.2262 | 2.2571 | 2.2904
0.99 | 2.3263 | 2.3656 | 2.4089 | 2.4573 | 2.5121 | 2.5758 | 2.6521 | 2.7478 | 2.8782 | 3.0902
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6.3 Fractiles de la loi de Student

tup est le fractile d’ordre p de la loi de Student a v degrés de liberté.
Pour les valeurs de p < 0,5, on utilise la relation ¢, , = —t,1—p.
Lorsque v > 50, on utilise approximation de la loi de Student par la loi normale A(0, 1),
ce qui revient a : t,, = up .

0.60 | 0.70 | 0.80 | 0.90 | 0.95 | 0.9750 | 0.9900 | 0.9950 | 0.9990 | 0.9995
0.325 | 0.727 | 1.376 | 3.078 | 6.314 | 12.706 | 31.821 | 63.657 | 318.309 | 636.619
0.289 | 0.617 | 1.061 | 1.886 | 2.920 4.303 6.965 9.925 22.327 31.599
0.277 | 0.584 | 0.978 | 1.638 | 2.353 3.182 4.541 5.841 10.215 12.924
0.271 | 0.569 | 0.941 | 1.533 | 2.132 2.776 3.747 4.604 7.173 8.610
0.267 | 0.559 | 0.920 | 1.476 | 2.015 2.571 3.365 4.032 5.893 6.869
0.265 | 0.553 | 0.906 | 1.440 | 1.943 2.447 3.143 3.707 5.208 5.959
0.263 | 0.549 | 0.896 | 1.415 | 1.895 2.365 2.998 3.499 4.785 5.408
0.262 | 0.546 | 0.889 | 1.397 | 1.860 2.306 2.896 3.355 4.501 5.041
0.261 | 0.543 | 0.883 | 1.383 | 1.833 2.262 2.821 3.250 4.297 4.781
10 | 0.260 | 0.542 | 0.879 | 1.372 | 1.812 2.228 2.764 3.169 4.144 4.587
11 | 0.260 | 0.540 | 0.876 | 1.363 | 1.796 2.201 2.718 3.106 4.025 4.437
12 ] 0.259 | 0.539 | 0.873 | 1.356 | 1.782 2.179 2.681 3.055 3.930 4.318
13 | 0.259 | 0.538 | 0.870 | 1.350 | 1.771 2.160 2.650 3.012 3.852 4.221
14 | 0.258 | 0.537 | 0.868 | 1.345 | 1.761 2.145 2.624 2.977 3.787 4.140
15 | 0.258 | 0.536 | 0.866 | 1.341 | 1.753 2.131 2.602 2.947 3.733 4.073
16 | 0.258 | 0.535 | 0.865 | 1.337 | 1.746 2.120 2.583 2.921 3.686 4.015
17 | 0.257 | 0.534 | 0.863 | 1.333 | 1.740 2.110 2.567 2.898 3.646 3.965
18 | 0.257 | 0.534 | 0.862 | 1.330 | 1.734 2.101 2.552 2.878 3.610 3.922
19 | 0.257 | 0.533 | 0.861 | 1.328 | 1.729 2.093 2.539 2.861 3.579 3.883
20 | 0.257 | 0.533 | 0.860 | 1.325 | 1.725 2.086 2.528 2.845 3.552 3.850
21 | 0.257 | 0.532 | 0.859 | 1.323 | 1.721 2.080 2.518 2.831 3.527 3.819
22 | 0.256 | 0.532 | 0.858 | 1.321 | 1.717 2.074 2.508 2.819 3.505 3.792
23 | 0.256 | 0.532 | 0.858 | 1.319 | 1.714 2.069 2.500 2.807 3.485 3.768
24 | 0.256 | 0.531 | 0.857 | 1.318 | 1.711 2.064 2.492 2.797 3.467 3.745
25 | 0.256 | 0.531 | 0.856 | 1.316 | 1.708 2.060 2.485 2.787 3.450 3.725
26 | 0.256 | 0.531 | 0.856 | 1.315 | 1.706 2.056 2.479 2.779 3.435 3.707
27 | 0.256 | 0.531 | 0.855 | 1.314 | 1.703 2.052 2.473 2.771 3.421 3.690
28 | 0.256 | 0.530 | 0.855 | 1.313 | 1.701 2.048 2.467 2.763 3.408 3.674
29 | 0.256 | 0.530 | 0.854 | 1.311 | 1.699 2.045 2.462 2.756 3.396 3.659
30 | 0.256 | 0.530 | 0.854 | 1.310 | 1.697 | 2.042 2.457 2.750 3.385 3.646
31 | 0.256 | 0.530 | 0.853 | 1.309 | 1.696 2.040 2.453 2.744 3.375 3.633
32 | 0.255 | 0.530 | 0.853 | 1.309 | 1.694 2.037 2.449 2.738 3.365 3.622
33 | 0.255 | 0.530 | 0.853 | 1.308 | 1.692 2.035 2.445 2.733 3.356 3.611
34 | 0.255 | 0.529 | 0.852 | 1.307 | 1.691 2.032 2.441 2.728 3.348 3.601
35 | 0.255 | 0.529 | 0.852 | 1.306 | 1.690 2.030 2.438 2.724 3.340 3.591
36 | 0.255 | 0.529 | 0.852 | 1.306 | 1.688 2.028 2.434 2.719 3.333 3.582
37 | 0.255 | 0.529 | 0.851 | 1.305 | 1.687 | 2.026 2.431 2.715 3.326 3.574
38 | 0.255 | 0.529 | 0.851 | 1.304 | 1.686 2.024 2.429 2.712 3.319 3.566
39 | 0.255 | 0.529 | 0.851 | 1.304 | 1.685 2.023 2.426 2.708 3.313 3.558
40 | 0.255 | 0.529 | 0.851 | 1.303 | 1.684 2.021 2.423 2.704 3.307 3.551
41 | 0.255 | 0.529 | 0.850 | 1.303 | 1.683 2.020 2.421 2.701 3.301 3.544
42 | 0.255 | 0.528 | 0.850 | 1.302 | 1.682 2.018 2.418 2.698 3.296 3.538
43 | 0.255 | 0.528 | 0.850 | 1.302 | 1.681 2.017 2.416 2.695 3.291 3.532
44 | 0.255 | 0.528 | 0.850 | 1.301 | 1.680 2.015 2.414 2.692 3.286 3.526
45 | 0.255 | 0.528 | 0.850 | 1.301 | 1.679 2.014 2.412 2.690 3.281 3.520
46 | 0.255 | 0.528 | 0.850 | 1.300 | 1.679 2.013 2.410 2.687 3.277 3.515
47 | 0.255 | 0.528 | 0.849 | 1.300 | 1.678 2.012 2.408 2.685 3.273 3.510
48 | 0.255 | 0.528 | 0.849 | 1.299 | 1.677 | 2.011 2.407 2.682 3.269 3.505
49 | 0.255 | 0.528 | 0.849 | 1.299 | 1.677 | 2.010 2.405 2.680 3.265 3.500
50 | 0.255 | 0.528 | 0.849 | 1.299 | 1.676 2.009 2.403 2.678 3.261 3.496
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6.4 Fractiles de la loi du y?

Xz,p est le fractile d’ordre p de la loi du x?2.

(up + V20 — 1)?
2

Pour les valeurs de v > 50, on utilise 'approximation X?,’p ~

b

0.001 | 0.005 | 0.010 | 0.025 0.05 | 0.1000 | 0.5000 | 0.9000 | 0.9500 | 0.9750 | 0.9900 | 0.9950 | 0.9990

0.000 0.000 0.000 0.001 0.004 0.016 0.455 2.706 3.841 5.024 6.635 7.879 10.828
0.002 0.010 0.020 0.051 0.103 0.211 1.386 4.605 5.991 7.378 9.210 10.597 | 13.816
0.024 0.072 0.115 0.216 0.352 0.584 2.366 6.251 7.815 9.348 11.345 | 12.838 | 16.266
0.091 0.207 | 0.297 0.484 0.711 1.064 3.357 7.779 9.488 11.143 | 13.277 | 14.860 | 18.467
0.210 0.412 0.554 0.831 1.145 1.610 4.351 9.236 11.070 | 12.833 | 15.086 | 16.750 | 20.515

0.381 0.676 0.872 1.237 1.635 2.204 5.348 10.645 | 12.592 | 14.449 | 16.812 | 18.548 | 22.458
0.598 0.989 1.239 1.690 2.167 2.833 6.346 12.017 | 14.067 | 16.013 | 18.475 | 20.278 | 24.322
0.857 1.344 1.646 2.180 2.733 3.490 7.344 13.362 | 15.507 | 17.535 | 20.090 | 21.955 | 26.124
1.152 1.735 2.088 2.700 3.325 4.168 8.343 14.684 | 16.919 | 19.023 | 21.666 | 23.589 | 27.877
10 | 1.479 2.156 2.558 3.247 3.940 4.865 9.342 15.987 | 18.307 | 20.483 | 23.209 | 25.188 | 29.588
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11| 1.834 2.603 3.053 3.816 4.575 5.578 10.341 | 17.275 | 19.675 | 21.920 | 24.725 | 26.757 | 31.264
12 | 2.214 3.074 3.571 4.404 5.226 6.304 11.340 | 18.549 | 21.026 | 23.337 | 26.217 | 28.300 | 32.909
13 | 2.617 3.565 4.107 5.009 5.892 7.042 12.340 | 19.812 | 22.362 | 24.736 | 27.688 | 29.819 | 34.528
14 | 3.041 4.075 4.660 5.629 6.571 7.790 13.339 | 21.064 | 23.685 | 26.119 | 29.141 | 31.319 | 36.123
15 | 3.483 4.601 5.229 6.262 7.261 8.547 14.339 | 22.307 | 24.996 | 27.488 | 30.578 | 32.801 | 37.697

16 | 3.942 5.142 5.812 6.908 7.962 9.312 15.338 | 23.542 | 26.296 | 28.845 | 32.000 | 34.267 | 39.252
17 | 4.416 5.697 6.408 7.564 8.672 10.085 | 16.338 | 24.769 | 27.587 | 30.191 | 33.409 | 35.718 | 40.790
18 | 4.905 6.265 7.015 8.231 9.390 10.865 | 17.338 | 25.989 | 28.869 | 31.526 | 34.805 | 37.156 | 42.312
19 | 5407 | 6.844 7.633 8.907 | 10.117 | 11.651 | 18.338 | 27.204 | 30.144 | 32.852 | 36.191 | 38.582 | 43.820
20 | 5.921 7.434 8.260 9.591 | 10.851 | 12.443 | 19.337 | 28.412 | 31.410 | 34.170 | 37.566 | 39.997 | 45.315

21 | 6.447 | 8.034 8.897 | 10.283 | 11.591 | 13.240 | 20.337 | 29.615 | 32.671 | 35.479 | 38.932 | 41.401 | 46.797
22 | 6.983 8.643 9.542 | 10.982 | 12.338 | 14.041 | 21.337 | 30.813 | 33.924 | 36.781 | 40.289 | 42.796 | 48.268
23 | 7.529 9.260 | 10.196 | 11.689 | 13.091 | 14.848 | 22.337 | 32.007 | 35.172 | 38.076 | 41.638 | 44.181 | 49.728
24 | 8.085 9.886 | 10.856 | 12.401 | 13.848 | 15.659 | 23.337 | 33.196 | 36.415 | 39.364 | 42.980 | 45.559 | 51.179
25 | 8.649 | 10.520 | 11.524 | 13.120 | 14.611 | 16.473 | 24.337 | 34.382 | 37.652 | 40.646 | 44.314 | 46.928 | 52.620

26 | 9.222 | 11.160 | 12.198 | 13.844 | 15.379 | 17.292 | 25.336 | 35.563 | 38.885 | 41.923 | 45.642 | 48.290 | 54.052
27 | 9.803 | 11.808 | 12.879 | 14.573 | 16.151 | 18.114 | 26.336 | 36.741 | 40.113 | 43.195 | 46.963 | 49.645 | 55.476
28 | 10.391 | 12.461 | 13.565 | 15.308 | 16.928 | 18.939 | 27.336 | 37.916 | 41.337 | 44.461 | 48.278 | 50.993 | 56.892
29 | 10.986 | 13.121 | 14.256 | 16.047 | 17.708 | 19.768 | 28.336 | 39.087 | 42.557 | 45.722 | 49.588 | 52.336 | 58.301
30 | 11.588 | 13.787 | 14.953 | 16.791 | 18.493 | 20.599 | 29.336 | 40.256 | 43.773 | 46.979 | 50.892 | 53.672 | 59.703

31 | 12.196 | 14.458 | 15.655 | 17.539 | 19.281 | 21.434 | 30.336 | 41.422 | 44.985 | 48.232 | 52.191 | 55.003 | 61.098
32 | 12.811 | 15.134 | 16.362 | 18.291 | 20.072 | 22.271 | 31.336 | 42.585 | 46.194 | 49.480 | 53.486 | 56.328 | 62.487
33 | 13.431 | 15.815 | 17.074 | 19.047 | 20.867 | 23.110 | 32.336 | 43.745 | 47.400 | 50.725 | 54.776 | 57.648 | 63.870
34 | 14.057 | 16.501 | 17.789 | 19.806 | 21.664 | 23.952 | 33.336 | 44.903 | 48.602 | 51.966 | 56.061 | 58.964 | 65.247
35 | 14.688 | 17.192 | 18.509 | 20.569 | 22.465 | 24.797 | 34.336 | 46.059 | 49.802 | 53.203 | 57.342 | 60.275 | 66.619

36 | 15.324 | 17.887 | 19.233 | 21.336 | 23.269 | 25.643 | 35.336 | 47.212 | 50.998 | 54.437 | 58.619 | 61.581 | 67.985
37 | 15.965 | 18.586 | 19.960 | 22.106 | 24.075 | 26.492 | 36.336 | 48.363 | 52.192 | 55.668 | 59.893 | 62.883 | 69.346
38 | 16.611 | 19.289 | 20.691 | 22.878 | 24.884 | 27.343 | 37.335 | 49.513 | 53.384 | 56.896 | 61.162 | 64.181 | 70.703
39 | 17.262 | 19.996 | 21.426 | 23.654 | 25.695 | 28.196 | 38.335 | 50.660 | 54.572 | 58.120 | 62.428 | 65.476 | 72.055
40 | 17.916 | 20.707 | 22.164 | 24.433 | 26.509 | 29.051 | 39.335 | 51.805 | 55.758 | 59.342 | 63.691 | 66.766 | 73.402

41 | 18.575 | 21.421 | 22.906 | 25.215 | 27.326 | 29.907 | 40.335 | 52.949 | 56.942 | 60.561 | 64.950 | 68.053 | 74.745
42 | 19.239 | 22.138 | 23.650 | 25.999 | 28.144 | 30.765 | 41.335 | 54.090 | 58.124 | 61.777 | 66.206 | 69.336 | 76.084
43 | 19.906 | 22.859 | 24.398 | 26.785 | 28.965 | 31.625 | 42.335 | 55.230 | 59.304 | 62.990 | 67.459 | 70.616 | 77.419
44 | 20.576 | 23.584 | 25.148 | 27.575 | 29.787 | 32.487 | 43.335 | 56.369 | 60.481 | 64.201 | 68.710 | 71.893 | 78.750
45 | 21.251 | 24.311 | 25.901 | 28.366 | 30.612 | 33.350 | 44.335 | 57.505 | 61.656 | 65.410 | 69.957 | 73.166 | 80.077

46 | 21.929 | 25.041 | 26.657 | 29.160 | 31.439 | 34.215 | 45.335 | 58.641 | 62.830 | 66.617 | 71.201 | 74.437 | 81.400
47 | 22.610 | 25.775 | 27.416 | 29.956 | 32.268 | 35.081 | 46.335 | 59.774 | 64.001 | 67.821 | 72.443 | 75.704 | 82.720
48 | 23.295 | 26.511 | 28.177 | 30.755 | 33.098 | 35.949 | 47.335 | 60.907 | 65.171 | 69.023 | 73.683 | 76.969 | 84.037
49 | 23.983 | 27.249 | 28.941 | 31.555 | 33.930 | 36.818 | 48.335 | 62.038 | 66.339 | 70.222 | 74.919 | 78.231 | 85.351
50 | 24.674 | 27.991 | 29.707 | 32.357 | 34.764 | 37.689 | 49.335 | 63.167 | 67.505 | 71.420 | 76.154 | 79.490 | 86.661
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6.5 Fractiles de la loi de Fisher-Snédécor

fvr,v0,p est le fractile d’ordre p de la loi de Fisher-Snédécor a vy et vo degrés de liberté.
Les tables statistiques qui suivent donnent les valeurs de f,, ., , pour p € {0,90;0,95;0,975;0,99}.
Pour p € {0,01;0,025;0,05; 0,10}, on utilise la relation fy, 1, p = 1/ fus1,1—p-

Vo v — 2 3 4 ) 6 7 8 10 12 15 20 30 50 00

—
3

1 0900 49.5 53.6 55.8 57.2 582 59.1 59.7 60.5 61.0 61.5 62.0 62.6 63.0 63.3
0.950 199. 216. 225. 230. 234. 237. 239. 242. 244. 246. 248. 250. 252. 254.
0.975 800. 864. 900. 922. 937. 948. 957. 969. 977. 985. 993.

0.990
0.999

2 0900 9.00 9.16 9.24 9.29 933 935 937 939 941 943 9.44 946 9.47 949
0.950 19.0 19.2 19.2 193 193 194 194 194 194 194 194 195 19.5 19.5
0975 39.0 39.2 39.2 393 393 394 394 394 394 394 394 395 395 395
0.990 99.0 99.2 99.2 99.3 99.3 99.4 100. 100. 100. 100. 100. 100. 100. 99.5
0.999 999. 999.

3 0900 546 5.39 534 531 528 5.27 525 5.23 522 520 518 517 515 5.13
0.950 9.55 9.28 9.12 9.01 894 889 885 879 874 870 8.66 8.62 8.58 8.53
0975 16.0 154 15.1 149 147 146 145 144 143 143 142 141 14.0 139
0.990 30.8 29.5 28.7 282 279 27.7 275 272 271 269 26.7 265 264 26.1
0.999 149. 141. 137. 135. 133. 132. 131. 129. 128. 127. 126. 125. 125. 123.

4 0900 4.32 419 411 4.05 4.01 398 395 392 390 387 3.84 382 3.79 3.76
0.950 6.94 6.59 6.39 6.26 6.16 6.09 6.04 596 591 586 5.80 575 5.70 5.63
0975 10.6 9.98 9.60 9.36 9.20 9.07 898 884 875 8.66 856 846 8.38 8.26
0.990 18.0 16.7 16.0 15.5 15.2 15.0 148 145 144 142 140 13.8 13.7 13.5
0.999 61.2 56.2 534 51.7 50.5 49.7 49.0 48.0 474 46.8 46.1 454 449 44.1

5 0900 3.78 3.62 3.52 3.45 340 3.37 3.34 3.30 3.27 324 3.21 3.17 3.15 3.10
0.950 5.79 5.41 5.19 5.06 495 488 4.82 4.74 4.68 4.62 456 4.50 4.44 4.36
0975 843 7.76 739 7.15 698 6.85 6.76 6.62 6.52 6.43 6.33 6.23 6.14 6.02
0990 133 121 114 11.0 10.7 10.5 103 10.1 9.89 9.72 9.55 9.38 9.24 9.02
0999 371 33.2 31.1 29.8 288 282 276 269 264 259 254 249 244 238

6 0900 346 3.29 3.18 3.11 3.06 3.01 298 294 290 287 2.84 280 2.77 272
0.950 5.14 4.76 4.53 4.39 4.28 4.21 4.15 4.06 4.00 3.94 3.87 3.81 3.75 3.67
0975 7.26 6.60 6.23 599 582 5.70 560 546 537 527 5.17 507 4.98 4.85
0.990 109 9.78 9.15 8.75 847 826 810 787 7.72 756 7.40 7.23 7.09 6.88
0999 27v.0 23.7 219 208 200 19.5 190 184 18.0 17v.6 17.1 16.7 16.3 15.7

7 0900 3.26 3.07 296 2.88 2.83 278 2.75 270 2.67 2.63 2.59 2.56 2.52 247
0.950 4.74 4.35 4.12 397 387 3.79 3.73 3.64 3.57 3.51 3.44 3.38 3.32 3.23
0975 6.54 5.89 5.52 529 512 499 490 4.76 4.67 4.57 4.47 436 4.28 4.14
0.990 955 845 785 7.46 7.19 6.99 6.84 6.62 6.47 631 6.16 599 5.86 5.65
0999 21.7 188 17.2 16.2 155 15.0 14.6 14.1 13.7 133 129 125 122 11.7

8§ 0.900 3.11 292 281 2.73 2.67 2.62 259 254 250 246 242 238 235 2.29
0.950 4.46 4.07 3.84 3.69 3.58 3.50 3.44 3.35 3.28 3.22 3.15 3.08 3.02 2.93
0975 6.06 5.42 5.05 4.82 4.65 4.53 443 429 420 4.10 4.00 3.89 3.81 3.67
0.990 865 7.59 7.01 6.63 637 6.18 6.03 581 5.67 552 536 520 5.07 4.86
0.999 185 158 144 135 129 124 120 115 11.2 10.8 10.5 10.1 9.80 9.33
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© S

10

11

12

13

14

15

16

17

vy —

p
0.900
0.950
0.975
0.990
0.999
0.900
0.950
0.975
0.990
0.999
0.900
0.950
0.975
0.990
0.999
0.900
0.950
0.975
0.990
0.999
0.900
0.950
0.975
0.990
0.999
0.900
0.950
0.975
0.990
0.999
0.900
0.950
0.975
0.990
0.999
0.900
0.950
0.975
0.990
0.999
0.900
0.950
0.975
0.990
0.999

3.01
4.26
5.71
8.02
16.4
2.92
4.10
5.46
7.56
14.9
2.86
3.98
5.26
7.21
13.8
2.81
3.89
5.10
6.93
13.0
2.76
3.81
4.97
6.70
12.3
2.73
3.74
4.86
6.51
11.8
2.70
3.68
4.77
6.36
11.3
2.67
3.63
4.69
6.23
11.0
2.64
3.59
4.62
6.11
10.7

2.81
3.86
5.08
6.99
13.9
2.73
3.71
4.83
6.55
12.6
2.66
3.59
4.63
6.22
11.6
2.61
3.49
4.47
5.95
10.8
2.56
3.41
4.35
5.74
10.2
2.52
3.34
4.24
5.56
9.73
2.49
3.29
4.15
5.42
9.34
2.46
3.24
4.08
5.29
9.01
2.44
3.20
4.01
5.18
8.73

2.69
3.63
4.72
6.42
12.6
2.61
3.48
4.47
5.99
11.3
2.54
3.36
4.28
5.67
10.3
2.48
3.26
4.12
5.41
9.63
2.43
3.18
4.00
5.21
9.07
2.39
3.11
3.89
5.04
8.62
2.36
3.06
3.80
4.89
8.25
2.33
3.01
3.73
4.77
7.94
2.31
2.96
3.66
4.67
7.68
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2.61
3.48
4.48
6.06
11.7
2.52
3.33
4.24
5.64
10.5
2.45
3.20
4.04
5.32
9.58
2.39
3.11
3.89
5.06
8.89
2.35
3.03
3.77
4.86
8.35
2.31
2.96
3.66
4.69
7.92
2.27
2.90
3.58
4.56
7.57
2.24
2.85
3.50
4.44
7.27
2.22
2.81
3.44
4.34
7.02

6

2.55
3.37
4.32
5.80
11.1
2.46
3.22
4.07
5.39
9.93
2.39
3.09
3.88
5.07
9.05
2.33
3.00
3.73
4.82
8.38
2.28
2.92
3.60
4.62
7.86
2.24
2.85
3.50
4.46
7.44
2.21
2.79
3.41
4.32
7.09
2.18
2.74
3.34
4.20
6.80
2.15
2.70
3.28
4.10
6.56

7

2.51
3.29
4.20
5.61
10.7
2.41
3.14
3.95
5.20
9.52
2.34
3.01
3.76
4.89
8.66
2.28
291
3.61
4.64
8.00
2.23
2.83
3.48
4.44
7.49
2.19
2.76
3.38
4.28
7.08
2.16
2.71
3.29
4.14
6.74
2.13
2.66
3.22
4.03
6.46
2.10
2.61
3.16
3.93
6.22

8

247
3.23
4.10
5.47
10.4
2.38
3.07
3.85
5.06
9.20
2.30
2.95
3.66
4.74
8.35
2.24
2.85
3.51
4.50
7.71
2.20
2.77
3.39
4.30
7.21
2.15
2.70
3.29
4.14
6.80
2.12
2.64
3.20
4.00
6.47
2.09
2.59
3.12
3.89
6.19
2.06
2.55
3.06
3.79
5.96

10

2.42
3.14
3.96
5.26
9.89
2.32
2.98
3.72
4.85
8.75
2.25
2.85
3.53
4.54
7.92
2.19
2.75
3.37
4.30
7.29
2.14
2.67
3.25
4.10
6.80
2.10
2.60
3.15
3.94
6.40
2.06
2.54
3.06
3.80
6.08
2.03
2.49
2.99
3.69
5.81
2.00
2.45
2.92
3.59
5.58

12

2.38
3.07
3.87
5.11
9.57
2.28
291
3.62
4.71
8.45
2.21
2.79
3.43
4.40
7.63
2.15
2.69
3.28
4.16
7.00
2.10
2.60
3.15
3.96
6.52
2.05
2.53
3.05
3.80
6.13
2.02
2.48
2.96
3.67
5.81
1.99
2.42
2.89
3.55
5.55
1.96
2.38
2.82
3.46
5.32

15

2.34
3.01
3.77
4.96
9.24
2.24
2.84
3.52
4.56
8.13
2.17
2.72
3.33
4.25
7.32
2.10
2.62
3.18
4.01
6.71
2.05
2.53
3.05
3.82
6.23
2.01
2.46
2.95
3.66
5.85
1.97
2.40
2.86
3.52
9.53
1.94
2.35
2.79
3.41
5.27
1.91
2.31
2.72
3.31
5.05

20

2.30
2.94
3.67
4.81
8.90
2.20
2.77
3.42
4.41
7.80
2.12
2.65
3.23
4.10
7.01
2.06
2.54
3.07
3.86
6.40
2.01
2.46
2.95
3.66
5.93
1.96
2.39
2.84
3.51
5.56
1.92
2.33
2.76
3.37
5.25
1.89
2.28
2.68
3.26
4.99
1.86
2.23
2.62
3.16
4.77

30

2.25
2.86
3.56
4.65
8.55
2.16
2.70
3.31
4.25
7.47
2.08
2.57
3.12
3.94
6.68
2.01
2.47
2.96
3.70
6.09
1.96
2.38
2.84
3.51
5.63
1.91
2.31
2.73
3.35
5.25
1.87
2.25
2.64
3.21
4.95
1.84
2.19
2.57
3.10
4.70
1.81
2.15
2.50
3.00
4.48

50

2.22
2.80
3.47
4.52
8.26
2.12
2.64
3.22
4.11
7.19
2.04
2.51
3.03
3.81
6.42
1.97
2.40
2.87
3.57
5.83
1.92
2.31
2.74
3.37
5.37
1.87
2.24
2.64
3.22
5.00
1.83
2.18
2.55
3.08
4.70
1.79
2.12
2.47
297
4.45
1.76
2.08
2.41
2.87
4.24

7

2.16
2.7
3.33
4.31
7.81
2.06
2.54
3.08
3.91
6.76
1.97
2.40
2.88
3.60
6.00
1.90
2.30
2.72
3.36
5.42
1.85
2.21
2.60
3.17
4.97
1.80
2.13
2.49
3.00
4.60
1.76
2.07
2.40
2.87
4.31
1.72
2.01
2.32
2.75
4.06
1.69
1.96
2.25
2.65
3.85



78

Vg

18

19

20

21

22

23

24

25

26

vy —

b
0.900
0.950
0.975
0.990
0.999
0.900
0.950
0.975
0.990
0.999
0.900
0.950
0.975
0.990
0.999
0.900
0.950
0.975
0.990
0.999
0.900
0.950
0.975
0.990
0.999
0.900
0.950
0.975
0.990
0.999
0.900
0.950
0.975
0.990
0.999
0.900
0.950
0.975
0.990
0.999
0.900
0.950
0.975
0.990
0.999

2.62
3.55
4.56
6.01
10.4
2.61
3.52
4.51
5.93
10.2
2.59
3.49
4.46
5.85
9.95
2.57
3.47
4.42
5.78
9.77
2.56
3.44
4.38
2.72
9.61
2.55
3.42
4.35
5.66
9.47
2.54
3.40
4.32
5.61
9.34
2.53
3.39
4.29
9.57
9.22
2.52
3.37
4.27
5.53
9.12

2.42
3.16
3.95
5.09
8.49
2.40
3.13
3.90
5.01
8.28
2.38
3.10
3.86
4.94
8.10
2.36
3.07
3.82
4.87
7.94
2.35
3.05
3.78
4.82
7.80
2.34
3.03
3.75
4.76
7.67
2.33
3.01
3.72
4.72
7.55
2.32
2.99
3.69
4.68
7.45
2.31
2.98
3.67
4.64
7.36

2.29
2.93
3.61
4.58
7.46
2.27
2.90
3.56
4.50
7.27
2.25
2.87
3.51
4.43
7.10
2.23
2.84
3.48
4.37
6.95
2.22
2.82
3.44
4.31
6.81
2.21
2.80
3.41
4.26
6.70
2.19
2.78
3.38
4.22
6.59
2.18
2.76
3.35
4.18
6.49
2.17
2.74
3.33
4.14
6.41

CHAPITRE 6. TABLES STATISTIQUES
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2.20
2.77
3.38
4.25
6.81
2.18
2.74
3.33
4.17
6.62
2.16
2.71
3.29
4.10
6.46
2.14
2.68
3.25
4.04
6.32
2.13
2.66
3.22
3.99
6.19
2.11
2.64
3.18
3.94
6.08
2.10
2.62
3.15
3.90
5.98
2.09
2.60
3.13
3.85
5.89
2.08
2.59
3.10
3.82
5.80

6

2.13
2.66
3.22
4.01
6.35
2.11
2.63
3.17
3.94
6.18
2.09
2.60
3.13
3.87
6.02
2.08
2.57
3.09
3.81
5.88
2.06
2.55
3.05
3.76
5.76
2.05
2.53
3.02
3.71
5.65
2.04
2.51
2.99
3.67
9.55
2.02
2.49
2.97
3.63
5.46
2.01
2.47
2.94
3.59
5.38

7

2.08
2.58
3.10
3.84
6.02
2.06
2.54
3.05
3.77
5.85
2.04
2.51
3.01
3.70
5.69
2.02
2.49
2.97
3.64
5.56
2.01
2.46
2.93
3.59
5.44
1.99
2.44
2.90
3.54
5.33
1.98
2.42
2.87
3.50
5.23
1.97
2.40
2.85
3.46
5.15
1.96
2.39
2.82
3.42
5.07

8

2.04
2.51
3.01
3.71
5.76
2.02
2.48
2.96
3.63
5.59
2.00
2.45
291
3.56
5.44
1.98
2.42
2.87
3.51
5.31
1.97
2.40
2.84
3.45
5.19
1.95
2.37
2.81
3.41
5.09
1.94
2.36
2.78
3.36
4.99
1.93
2.34
2.75
3.32
4.91
1.92
2.32
2.73
3.29
4.83

10

1.98
241
2.87
3.51
5.39
1.96
2.38
2.82
3.43
5.22
1.94
2.35
2.77
3.37
5.08
1.92
2.32
2.73
3.31
4.95
1.90
2.30
2.70
3.26
4.83
1.89
2.27
2.67
3.21
4.73
1.88
2.25
2.64
3.17
4.64
1.87
2.24
2.61
3.13
4.56
1.86
2.22
2.59
3.09
4.48

12

1.93
2.34
2.77
3.37
5.13
1.91
2.31
2.72
3.30
4.97
1.89
2.28
2.68
3.23
4.82
1.87
2.25
2.64
3.17
4.70
1.86
2.23
2.60
3.12
4.58
1.84
2.20
2.57
3.07
4.48
1.83
2.18
2.54
3.03
4.39
1.82
2.16
2.51
2.99
4.31
1.81
2.15
2.49
2.96
4.24

15

1.89
2.27
2.67
3.23
4.87
1.86
2.23
2.62
3.15
4.70
1.84
2.20
2.57
3.09
4.56
1.83
2.18
2.53
3.03
4.44
1.81
2.15
2.50
2.98
4.33
1.80
2.13
2.47
2.93
4.23
1.78
2.11
2.44
2.89
4.14
1.77
2.09
241
2.85
4.06
1.76
2.07
2.39
2.81
3.99

20

1.84
2.19
2.56
3.08
4.59
1.81
2.16
2.51
3.00
4.43
1.79
2.12
2.46
2.94
4.29
1.78
2.10
2.42
2.88
4.17
1.76
2.07
2.39
2.83
4.06
1.74
2.05
2.36
2.78
3.96
1.73
2.03
2.33
2.74
3.87
1.72
2.01
2.30
2.70
3.79
1.71
1.99
2.28
2.66
3.72

30

1.78
2.11
2.44
2.92
4.30
1.76
2.07
2.39
2.84
4.14
1.74
2.04
2.35
2.78
4.00
1.72
2.01
2.31
2.72
3.88
1.70
1.98
2.27
2.67
3.78
1.69
1.96
2.24
2.62
3.68
1.67
1.94
2.21
2.58
3.59
1.66
1.92
2.18
2.54
3.52
1.65
1.90
2.16
2.50
3.44

50

1.74
2.04
2.35
2.78
4.06
1.71
2.00
2.30
2.71
3.90
1.69
1.97
2.25
2.64
3.76
1.67
1.94
2.21
2.58
3.64
1.65
1.91
2.17
2.53
3.54
1.64
1.88
2.14
2.48
3.44
1.62
1.86
2.11
2.44
3.36
1.61
1.84
2.08
2.40
3.28
1.59
1.82
2.05
2.36
3.21

1.66
1.92
2.19
2.57
3.67
1.63
1.88
2.13
2.49
3.51
1.61
1.84
2.09
2.42
3.38
1.59
1.81
2.04
2.36
3.26
1.57
1.78
2.00
2.31
3.15
1.55
1.76
1.97
2.26
3.05
1.53
1.73
1.94
2.21
2.97
1.52
1.71
1.91
2.17
2.89
1.50
1.69
1.88
2.13
2.82
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27

28

29

30

60

80

100

120

vy —

p
0.900
0.950
0.975
0.990
0.999
0.900
0.950
0.975
0.990
0.999
0.900
0.950
0.975
0.990
0.999
0.900
0.950
0.975
0.990
0.999
0.900
0.950
0.975
0.990
0.999
0.900
0.950
0.975
0.990
0.999
0.900
0.950
0.975
0.990
0.999
0.900
0.950
0.975
0.990
0.999
0.900
0.950
0.975
0.990
0.999

2.51
3.35
4.24
5.49
9.02
2.50
3.34
4.22
5.45
8.93
2.50
3.33
4.20
5.42
8.85
2.49
3.32
4.18
5.39
8.77
2.39
3.15
3.93
4.98
7.7
2.37
3.11
3.86
4.88
7.54
2.36
3.09
3.83
4.82
7.41
2.35
3.07
3.80
4.79
7.32
2.30
3.00
3.69
4.61
6.91

2.30
2.96
3.65
4.60
7.27
2.29
2.95
3.63
4.57
7.19
2.28
2.93
3.61
4.54
7.12
2.28
2.92
3.59
4.51
7.05
2.18
2.76
3.34
4.13
6.17
2.15
2.72
3.28
4.04
5.97
2.14
2.70
3.25
3.98
5.86
2.13
2.68
3.23
3.95
5.78
2.08
2.60
3.12
3.78
5.42

2.17
2.73
3.31
4.11
6.33
2.16
2.71
3.29
4.07
6.25
2.15
2.70
3.27
4.04
6.19
2.14
2.69
3.25
4.02
6.12
2.04
2.53
3.01
3.65
5.31
2.02
2.49
2.95
3.56
5.12
2.00
2.46
2.92
3.51
5.02
1.99
2.45
2.89
3.48
4.95
1.94
2.37
2.79
3.32
4.62
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2.07
2.57
3.08
3.78
5.73
2.06
2.56
3.06
3.75
5.66
2.06
2.55
3.04
3.73
5.59
2.05
2.53
3.03
3.70
5.53
1.95
2.37
2.79
3.34
4.76
1.92
2.33
2.73
3.26
4.58
1.91
2.31
2.70
3.21
4.48
1.90
2.29
2.67
3.17
4.42
1.85
2.21
2.57
3.02
4.10

6

2.00
2.46
2.92
3.56
5.31
2.00
2.45
2.90
3.53
5.24
1.99
2.43
2.88
3.50
5.18
1.98
2.42
2.87
3.47
5.12
1.87
2.25
2.63
3.12
4.37
1.85
2.21
2.57
3.04
4.20
1.83
2.19
2.54
2.99
4.11
1.82
2.18
2.52
2.96
4.04
1.77
2.10
241
2.80
3.74

7

1.95
2.37
2.80
3.39
5.00
1.94
2.36
2.78
3.36
4.93
1.93
2.35
2.76
3.33
4.87
1.93
2.33
2.75
3.30
4.82
1.82
2.17
2.51
2.95
4.09
1.79
2.13
2.45
2.87
3.92
1.78
2.10
2.42
2.82
3.83
1.77
2.09
2.39
2.79
3.77
1.72
2.01
2.29
2.64
3.47

8

1.91
2.31
2.7
3.26
4.76
1.90
2.29
2.69
3.23
4.69
1.89
2.28
2.67
3.20
4.64
1.88
2.27
2.65
3.17
4.58
1.77
2.10
241
2.82
3.86
1.75
2.06
2.35
2.74
3.70
1.73
2.03
2.32
2.69
3.61
1.72
2.02
2.30
2.66
3.55
1.67
1.94
2.19
2.51
3.27

10

1.85
2.20
2.57
3.06
4.41
1.84
2.19
2.55
3.03
4.35
1.83
2.18
2.53
3.00
4.29
1.82
2.16
2.51
2.98
4.24
1.71
1.99
2.27
2.63
3.54
1.68
1.95
2.21
2.55
3.39
1.66
1.93
2.18
2.50
3.30
1.65
1.91
2.16
2.47
3.24
1.60
1.83
2.05
2.32
2.96

12

1.80
2.13
2.47
2.93
4.17
1.79
2.12
2.45
2.90
4.11
1.78
2.10
2.43
2.87
4.05
1.77
2.09
2.41
2.84
4.00
1.66
1.92
2.17
2.50
3.32
1.63
1.88
2.11
2.42
3.16
1.61
1.85
2.08
2.37
3.07
1.60
1.83
2.05
2.34
3.02
1.55
1.75
1.94
2.18
2.74

15

1.75
2.06
2.36
2.78
3.92
1.74
2.04
2.34
2.75
3.86
1.73
2.03
2.32
2.73
3.80
1.72
2.01
2.31
2.70
3.75
1.60
1.84
2.06
2.35
3.08
1.57
1.79
2.00
2.27
2.93
1.56
1.77
1.97
2.22
2.84
1.54
1.75
1.94
2.19
2.78
1.49
1.67
1.83
2.04
2.51

20

1.70
1.97
2.25
2.63
3.66
1.69
1.96
2.23
2.60
3.60
1.68
1.94
2.21
2.57
3.54
1.67
1.93
2.20
2.55
3.49
1.54
1.75
1.94
2.20
2.83
1.51
1.70
1.88
2.12
2.68
1.49
1.68
1.85
2.07
2.59
1.48
1.66
1.82
2.03
2.53
1.42
1.57
1.71
1.88
2.27

30

1.64
1.88
2.13
2.47
3.38
1.63
1.87
2.11
2.44
3.32
1.62
1.85
2.09
2.41
3.27
1.61
1.84
2.07
2.39
3.22
1.48
1.65
1.82
2.03
2.55
1.44
1.60
1.75
1.94
2.41
1.42
1.57
1.71
1.89
2.32
1.41
1.55
1.69
1.86
2.26
1.34
1.46
1.57
1.70
1.99

50

1.58
1.81
2.03
2.33
3.14
1.57
1.79
2.01
2.30
3.09
1.56
1.77
1.99
2.27
3.03
1.55
1.76
1.97
2.25
2.98
1.41
1.56
1.70
1.88
2.32
1.38
1.51
1.63
1.79
2.16
1.35
1.48
1.59
1.74
2.08
1.34
1.46
1.56
1.70
2.02
1.26
1.35
1.43
1.52
1.73

79

1.49
1.67
1.85
2.10
2.75
1.48
1.65
1.83
2.06
2.69
1.47
1.64
1.81
2.03
2.64
1.46
1.62
1.79
2.01
2.59
1.29
1.39
1.48
1.60
1.89
1.24
1.32
1.40
1.49
1.72
1.21
1.28
1.35
1.43
1.62
1.19
1.25
1.31
1.38
1.54
1.00
1.00
1.00
1.00
1.00



